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1. LISTA DE SiMBOLOS
Letras maidsculas

A - area

E - modulo de elasticidade longitudinal
F - forca

I - momento de inércia

L - comprimento

M - momento fletor

0O - momento estatico

N - for¢a normal

P - carga concentrada

R - resultante de forgas ou esforgo resistente
S - esforgo solicitante

V- forga cortante

Letras minusculas

a - aceleragdo

b - largura

g - aceleracdo da gravidade
h - dimensao, altura

[ - comprimento

m - metro ou massa

mdx - maximo

min - minimo

q - carga distribuida

s - segundo

v - deslocamento vertical

Letras gregas

a, 6 - angulo ou coeficiente

O - deslocamento

& - diametro

€ - deformagao especifica

¢ - coeficiente de majoragdo das agdes
O - tensdo normal

'O - tensdo normal admissivel

T - tensdo tangencial

‘T - tensado tangencial admissivel

v - coeficiente de Poisson

Indices

adm - admissivel

¢ - compressao
f-acdo

t - tragdo, transversal
w - alma das vigas
max - maximo

mizn - minimo

y - distancia da linha neutra ao ponto de maior encurtamento ou alongamento na se¢ao

transversal de uma peca fletida



2. INTRODUGAO

Na mecanica dos corpos deformaveis, aqui tratada com detalhes pela “resisténcia
dos materiais”, as estruturas nunca sio absolutamente rigidas, deformando-se sob a agao
das cargas a que estdo submetidas. Estas deformagdes sdo geralmente pequenas e nao
alteram apreciavelmente as condi¢des de equilibrio ou de movimento da estrutura
considerada.

No entanto, quando houver riscos de ruptura do material, essas deformag¢des ganham
mais importancia, € a mecanica entra em cena, resumindo-se em trés imprescindiveis
fatores:

1. Determinacao da resisténcia mecanica;
2. determinagdo da rigidez e;
3. determinagdo da estabilidade dos elementos estruturais.

A partir dai, os esfor¢os internos sobre uma secao transversal plana de um elemento
estrutural sd3o definidos como um conjunto de forgas e momentos estaticamente
equivalentes a distribuicdo de tensdes internas sobre a area dessa sec¢ao.

Os esforcos sobre uma secao transversal plana qualquer (de uma viga, por exemplo)
¢ igual a integral das tensdes sobre essa area plana. Normalmente se distingue entre os
esfor¢os perpendiculares a se¢do transversal e os tangentes a essa mesma secao.

Esses esforgos perpendiculares ao plano considerado sdo denominados normais, e ¢
o que ¢ dado pela resultante de tensdes normais 6, ou seja, perpendiculares, a area para
a qual pretendemos determinar o esfor¢o. Por outro lado, os esforgos tangentes ao plano
considerado sdo denominados cisalhantes ou cortantes, e ¢ o que ¢ dado pela resultante
de tensdes cortantes T, ou seja, tangenciais a area para a qual pretendemos determinar o
esforgo.

Na figura 01 temos um ponto material qualquer, interno a um corpo rigido (sem
deformacgdes significativas), podendo ser um de elemento estrutural; e submetido a
esforcos externos que, consequentemente, acarretam em esfor¢os internos. Estes
esfor¢os internos levam a um tensor de tensdes, que representam o estado de tensdo no
espago (tridimensional), e contemplam os dois tipos de tensao citados acima: as tensoes
normais e as tensdes cisalhantes.

Analogamente, 0 mesmo ponto material, apresenta um tensor de deformagdes no
espaco, ja que qualquer corpo submetido a tensdes de naturezas diferentes, normais ou

cisalhantes; respondem a essas solicitagcdes, com deformagdes também de naturezas



diferentes, porém similares ao esfor¢os aplicados (deformagdes longitudinais e

deformacdes angulares, respectivamente).
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Figura 01 — Tensor de tensoes
Resumindo; todo corpo solicitado por uma for¢a ou pela resultante de um
conjunto de forcas quaisquer se deforma, gerando tensdes internas. Estes esforcos atuam

isoladamente ou em conjunto no mesmo objeto.



3. TENSOES NORMAIS - FUNDAMENTOS DA FLEXAO
3.1. Introducio

Classifica-se como tensdo normal, as tensdes solicitadas perpendicularmente a
um plano qualquer, ocasionada pelos esforcos internos. Elas podem ser de tracdo ou de
compressdo, independente da natureza das solicitagdes externas; que, por sua vez,
podem ser originadas de:

- Forca axial ou normal; e suas expressoes foram tratadas em “Resisténcia dos
Materiais I, sendo anélogas ao fendmeno elementar de pressao (forca sobre area).

o= i£
A
onde:

P ¢ a forga axial de tracdo ou de compressdo, com sinal positivo para a
primeira e negativo para a segunda; divergindo e convergindo do plano,
respectivamente.

A ¢ a area do elemento estrutural.

- Momentos fletores, levando exatamente a mesma natureza de tensdes internas,
que serdo estudadas a seguir.
3.2. Tipos de tensdes normais
Dependendo da natureza dos esfor¢os solicitantes, a que se submete o elemento
ou pecga estrutural, diferentes tipos de tensdo normal podem ser classificadas e/ou
denominadas. Assim, podemos dividir em:
e Tensao normal pura — ¢ a tensd@o normal em que s6 atua as forgas axiais de

tracdo ou compressdo (= P), conforme representado na figura 02, e ja

tratados anteriormente.
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Figura 02 — Tensdo normal pura



e Tensdo normal simples — ¢ a tensdo normal em que s6 atua momento fletor
(£ M) em uma Uunica dire¢ao, levando internamente aos esforcos de tragdo
e/ou compressdo. Também tratada como flexdo simples ou pura; sendo o
primeiro com a consideragdo do esforgo cortante; que ndo contribui para o
incremento da tensdo normal, € o segundo desprezando-o. No caso da figura
03, as cargas distribuidas g provocam momentos fletores nas dire¢des x ou y,

respectivamente.
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Figura 03 — Tensao normal simples
e Tensdao obliqua simples — ¢ a tensdo normal em que atuam momentos
fletores simultaneamente nas duas dire¢des (£ M; e £ M;), ou um momento
fletor resultante (£ Mg) inclinado em relagdo ao plano dos eixos principais
centrais de inércia. A figura 4 mostra a carga distribuida ¢, provocando

momentos fletores simultdneos em x e y.
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Figura 04 - Tensdo normal obliqua
e Tensdo normal composta — ¢ a tensdo normal em que atuam momento fletor
(£ M) em uma unica dire¢do, associado a uma forga axial (£ P), podendo ter
as magnitudes das tensdes somadas ou subtraidas, dependendo da natureza

das solicitagdes (ver figura 05).
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Figura 05 - Tensdao normal composta
e Tensdo obliqua composta — ¢ a tensdo normal em que atuam momentos
fletores nas duas diregoes (£ M, e £ M;), ou um momento fletor resultante (+
Mg) inclinado, associado a uma for¢a axial (+ P), também podendo ter as
tensdes somadas ou subtraidas, dependendo da natureza das solicitagdes (ver

figura 06).

¥

Figura 05 - Tensao obliqua composta
Vale ressaltar que todos os tipos de tensdes se resumem, ou se
“concentram” na tensdo obliqua composta; ja que ela apresenta uma formulagao
geral e de aplicagdo conjunta. Em outras palavras, basta igualar um ou outro
termo a zero (N, M; ou M,), e aplicar os conceitos referentes a esta classificacao
de tensdes, que chegamos as outras formulagdes.
3.3. Tensao normal simples — Flexdo simples (com cisalhamento) ou pura (sem
cisalhamento)

A flexdo ¢ um esfor¢o corriqueiro e comum, ¢ conforme evidenciado no dia a
dia apresenta-se como uma das mais desfavoraveis solicitagdes. E € por esse motivo que
nao podemos evitad-lo em muitos casos. Elementos sujeitos a flexao podem ser vistos em
edificagdes, estruturas convencionais, maquinas € em muitos outros lugares.

Na figura 06, uma barra de sec¢do transversal retangular sofre esforcos de flexao
por forcas atuantes em um plano que passa por um dos eixos principais centrais de

inércia da secao.



Figura 06 — Viga em balanco submetida a flexao normal simples

A flexao simples acontece (ou assim pode ser considerada) em muitos casos
praticos e, evidentemente, ¢ a de formulacao mais facil.

A figura 07a representa uma pequena parte da vista lateral de uma barra de se¢do
transversal genérica conforme figura 07b, submetida a flexdo provocada por um
momento M.

A geometria da deformacdo sugere que uma parte (a superior neste caso) da
secdo transversal esteja sob esforgos normais de compressdo e outra parte (inferior), sob
esfor¢os normais de tragdo. A linha que divide essas duas partes ¢ denominada linha
neutra (LN) porque, naturalmente, as tensdes ao longo da mesma sao nulas.

Também pode ser constatado experimentalmente que as tensdes em pontos de
linhas paralelas a linha neutra sdo iguais e variam linearmente com a distincia vertical
y. Assim, no grafico da figura 07c, as tensdes variam de um maximo de compressdo G;
na extremidade superior da se¢do transversal, distdncia e; da linha neutra, até um
maximo de tragdo o, na extremidade inferior, distancia e, da linha neutra.

Com a linearidade mencionada, a tensdo ¢ em um ponto situado a uma distancia

qualquer, y, da linha neutra pode ser dada por:

O,
o=|—1y
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Figura 07 — Elemento estrutural submetido a flexao simples e distribuicao interna
das tensdes normais

Para determinacdo da formula das tensdes normais (simples), aplicou-se a
primeira condi¢do de equilibrio estatico (Z F, =0), conseguindo entdo a seguinte

expressao:

[F.=[o dA:I(Z—:JydA:O
goe

Sabemos da mecanica geral, que o termoj vdA ¢é referente a0 momento estatico

. o~y g ~ o ~
0, da superficie em relag@o a linha neutra LN. Se a flexdo ocorre, [—1] ndo pode ser
e
1

nulo e, assim, o0 momento estatico, _[ ydA, deve obrigatoriamente, ser zero. Conclui-se

entdo que a linha neutra passa pelo centro de gravidade da secdo transversal.

Por enquanto, ndo serd considerada a segunda condi¢do de equilibrio estatico

(Z F, = O), uma vez que isso implica na existéncia de tensdes de cisalhamento, que

apesar de ocorrerem, serdo vistas nos proximos capitulos, quando estudaremos as

tensdes tangenciais, cortantes ou cisalhantes.

Para a terceira condi¢do de equilibrio (ZM ; :0), deve-se ter a soma dos

momentos internos igual ao momento M aplicado externamente:

M = Iya d4 = Iy(z-—:]ydA :(Z—:]Iysz

Mas o fator j y>dA, que vem também da mecanica geral, ¢ o momento de

inércia I em relagdo a linha neutra. Portanto:
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o—=M
€

Dessa igualdade pode-se isolar o valor de o; e combinar com a igualdade
anterior. Analogamente, e através de procedimento similar, encontramos para c,, as
seguintes equacdes basicas da flexdo simples:

M M
o, =—e & 0,=—g¢,
1 1

Ou seja, as tensdes maximas de tragdo e compressdo estdo localizadas nas
extremidades da se¢do transversal ¢ sao dadas em fun¢do do momento de flexao
aplicado, das distancias dessas extremidades em relag¢do a linha neutra e do momento de
inércia em relacdo a mesma linha.

Vale notar que, no caso da figura 07c, 6; € uma tensao de compressao e o, ¢ uma
tensao de tragcdo, podendo ser facilmente avaliada no encurtamento das fibras, na parte
superior, ¢ no alongamento das fibras, na parte inferior (figura 07a). Mas serd o
contrario se o momento externo for invertido. A figura 08 representa melhor estas

deformagdes longitudinais e conseqiientemente o aparecimento de tensdes normais de

compressao e de tracao em diferentes partes da mesma sec¢do transversal.
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% A

Figura 08 — Deformagdes longitudinais em uma viga bi-apoiada
Considerando a definicdo de momento ou modulo de resisténcia W, as
igualdades anteriores podem ser escritas da seguinte forma:
M M
o=—&o0,=—
W, w,

onde W, :i& w, _L
6 €,

O dimensionamento dos clementos estruturais, em niveis de resisténcia ao

esfor¢o normal, ¢ feito pela comparacdo com as tensdes admissiveis:

0, £ Cuim &O, < O aim2

11



Onde OCuim € OCum2 S0 as tensOes admissiveis para tragdo e compressao ou
vice-versa conforme orientacdo do momento externo.

Se a secdo transversal ¢ simétrica em relacdo a linha neutra, LN, e; = e; = e. Por
conseqiiéncia, W, = W, = W. E as igualdades anteriores, ficam reduzidas seguinte
expressao geral:

M M
0=0,=0,=—e0uU0=0,=0,=—
1 w

Tomando-se y como o valor e para a fibra mais tracionada e/ou comprimida

temos simplesmente:
o=—youoc=—
1

Nesse caso, a tensdo normal maxima de tragdo ¢ igual a maxima de compressao,
pois para segdes simétricas, submetidas apenas a um momento fletor, 0 momento nio
difere dentro da segdo transversal, e a distdncia do centro de gravidade a fibra mais
tracionada ¢ a mesma do centro de gravidade a fibra mais comprimida. Ressalta-se
ainda que, valores intermediarios de tensdo podem ser encontrados com a expressao
acima, aplicando-se valores intermediarios para y, ja que a tensao ¢ linear em relagdo ao
centro de gravidade, conforme falado anteriormente.

Apo6s a deducdo da expressdo de tensdes normais na flexdo simples,

convencionou-se, em termos de sinais que:
+M

Momento Fletor M — C{:: s '> kw =

-M -M

Distancia do centro de gravidade as fibras — T +v l -y

Assim:

Exemplo

A viga ABC abaixo tem apoios simples A e B e uma extremidade em balango de
B a C. O comprimento do vao ¢ 3,0 m e o comprimento do balango é de 1,5 m. Um
carregamento distribuido uniformemente, de intensidade q = 3,2 kN/m atua ao longo de
todo o comprimento da viga. Essa viga tem uma secdo transversal “U” invertido com

largura b = 300 mm e altura h = 80 mm, como mostrado. A espessura da alma e dos

12



flanges ¢ t = 12 mm. Determine as tensdes normais maximas de tracdo e compressao

para a viga ABC.

| A -
l l W o (1= 12 mm
X 2 3 z I L z
5 =
. i
z % | -
mm

p>
[
=
J—m—
Lk
1

!1 3.0m s=—1.5m

Centro de gravidade:

j 2 2xB0xI2x0+276x12xT74 5 o0 65— 18 48mm
¢ 2x80x12+276x12

Momento de inércia:

3 3
I, = 2{12 T;O +12x80x% (61,52 - 40)2} + [% +276x12x (74 - 61,52)2} =2468761,29mm"
I, = 246,88 cm®

Reagdes de Apoio:

dM,=0- 3,2><4,5><£:3VB —V, =10,8kN
2

DV =0->32x45-108=V, >V, =3,6kN

Diagramas de esforco cortante (V) e momento fletor (M):

-3.6kN.
| +6.0KN 3.6l
e
Vv 3.6k M I
-3, -4 SkN +2.025kN.m
-« » - »
1.125m 1.125m

Tensdes maximas de tragdo e compressao:

42025 _ N/
7T T 4688 (+1,848) = ~1,52 4m2 =—15,2MPa
42025 _ N/
Tumin =546 g 0152 = 5,05 v/ 2=50,5MPa
=360 o KN/
% =~ Jacag "848 =269 B/, =269MPa
~360

o-c,mdx - 246,88 ( 69152) 8a97 4’,’12 89,7MPG
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3.4. Tensdao normal composta

Como visto no item anterior, os esfor¢os de flexdo sdo muito comuns nos
elementos estruturais do dia-a-dia; e ndo menos usuais, estes esforcos vem
associados a solicitacdes axiais de tragdo e compressdo. Para exemplificar, podemos
citar a infinidade de obras utilizando protensao (concreto protendido), que tem como
finalidade basica a execu¢ao de estruturas mais esbeltas, com maiores vaos a serem
vencidos; principalmente nas pontes e viadutos dos grandes centros urbanos.
Destaca-se ainda, alguns elementos de fundagdo, que, ou utilizam um elemento
proprio para resistir a estes esfor¢os — as cintas de fundagdo — ou sdo diretamente
dimensionados para receberem cargas das duas naturezas (axiais e de flexao) — as
sapatas isoladas sdo o principal exemplo; embora recebam tanto momentos fletores
em uma dire¢do quanto em outra, caindo em um tipo de flexdo que serd tratada
adiante, a tensdo obliqua composta.

A figura 09 apresenta um caso classico de tensdo normal composta ¢ pode
perfeitamente representar uma viga protendida, em que a forca F horizontal ¢ dada

pelos cabos de ago da protensdo.

F

B

Figura 09 — Flexdo normal composta

Por apresentar uma grande similaridade com os dois primeiros tipos de
flexdo (a pura e a simples), iremos apenas expressar sua formulagdo geral
diretamente; ndo esquecendo de que a tensdo normal composta nada mais ¢ do que a
superposi¢do de efeitos da tensdo normal pura com a tensdo normal simples. Porém
a superposi¢do dessas solicitagdes ndo caracteriza a soma, propriamente dita das
intensidades, pois assim como estudado anteriormente os sinais devem ser
respeitados.

e Positivo para tensdo divergente ao plano ou tracdo;
e Negativo para tensdo convergente ao plano ou compressao.

N M
A_Iy

o=x=

A Parcela referente a
Parcela referente a | | € .
tensﬁo normal pura tensao normal Slmples
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Figura 10 — Distribuicao de tensdes (Tensdo normal composta)

Com relagdo a posicao da linha neutra LN, podemos verificar na figura 10, que a
sua ordenada (y) ndo ¢ mais coincidente com o centro de gravidade CG; e sua posi¢do ¢
diretamente proporcional a magnitude da forca axial e a magnitude do momento fletor.
Assim, a linha neutra pode cortar a se¢do transversal, como na figura 10, pode
tangenciar a secdo transversal ou localizar-se fora dela, como na figura 11. Na primeira
hipdtese a secdo apresenta-se com os dois tipos de tensdo na pega (G € o), na segunda e
na terceira hipoteses a se¢do transversal encontra-se, ou totalmente tracionada (o) ou
totalmente comprimida (c.), dependendo da natureza das solicitagdes. A figura abaixo
demonstra as hipoteses para pecas comprimidas; porém a extrapolacdo para pecas

tracionadas torna-se valida no presente estudo.

Figura 11 — Tensdo normal composta — variacdo da Linha Neutra

Para se determinar a posi¢do em relagdo a y, referente a linha de tensodes
equivalentes a zero, a LN, temos:

os
A

-+

M FNxI
77TV T ux(Em)
Com relagdo a posi¢ao da abscissa x, para a linha neutra, temos sempre o valor
igual a zero, apenas para esse tipo de solicitacao.
3.5. Tensdo obliqua simples
Dando continuidade ao estudo das tensdes; um outro tipo de flexdo torna-se

necessaria em termos de aplicagdo geral dos problemas encontrados no dia-a-dia: trata-

15



se da tensdo obliqua simples. De vasta aplicacdo na engenharia, destaca-se o simples
fato de uma mesma viga de determinada edificagdo, receber esfor¢os perpendiculares de
carga permanente e sobrecarga, simultaneamente a esforg¢os transversais de vento,
levando a uma resultante de forgas, inclinadas em relagdo aos eixos principais centrais
de inércia.

Analogamente aos conceitos estudados na flexdo normal composta e na flexao
normal simples, podemos utilizar a superposic¢do de efeitos para avaliar os valores dessa
tensdo.

Como temos a ocorréncia de dois momentos fletores solicitantes (em duas
direcdes ortogonais), ou mesmo a ocorréncia de um momento fletor resultante,
obliquo/inclinado, que leva novamente a dois momentos fletores solicitantes ortogonais,
através de projecdes trigonométricas; podemos aplicar a mesma equagdo deduzida
anteriormente. Porém torna-se necessario que sejam tomados alguns cuidados
referenciais; como, momentos de inércia com relagdo aos eixos ortogonais, coordenadas
do centro de gravidade da peca e distancia relativa do centro de gravidade as fibras
tracionadas e/ou comprimidas, nas duas diregdes.

Assim, temos:

M M
oc=1% 7 Lyt I—yx
x y
Parcela referente a Parcela referente a
tensao na dire¢do y tensao na dire¢ao x

onde:

- M é o momento fletor em dire¢do a x;

- M, ¢ o momento fletor em dire¢do a y;

- Ik é o momento de inércia em relagdo a x;

- Iy ¢ o momento de inércia em relagdo a y;

- yéaordenada e x a abscissa.
obs: apenas em carater didatico, optou-se por escolher um sistema ortogonal xy, porém
qualquer sistema de eixos ortogonais pode ser utilizado.

A figura 12, abaixo, representa um diagrama de tensdes obliquas simples,
referente a um estado de tensdo qualquer, destacando-se a posicdo inclinada,

diretamente ligada aos esforgos solicitantes originais.

16



Figura 12 — Distribuicdo de tensdes (Tensdo obliqua simples)

Para determinagdo da linha neutra LN, podemos utilizar também os conceitos
empregados no item anterior, comparativamente:

M
OziM"yi—yx
1 1

x y

Como temos (ou conseguimos obter facilmente) os valores de momentos fletores
nas duas dire¢des e os momentos de inércia nas duas dire¢des, as coordenadas referentes
a quaisquer pontos da linha neutra, sdo obtidas por substitui¢do de x e/ou y na equagdo
acima (fazendo-se um sistema matematico com a equagdo acima). Assim, ¢ de
conhecimento geral, que apds conhecidas as coordenadas de dois pontos, sempre ¢
possivel se tracar uma reta; no caso, a reta de tensdes iguais a zero (LN). Destaca-se
ainda que, na tensdo obliqua simples, a linha neutra sempre passa pelo centro de
gravidade, assim como verificado na tensdo normal simples. A diferenca entre elas, ¢
que a LN agora deve ser sempre inclinada.

Com relagdo aos sinais a serem adotados, deve-se seguir o critérios sugeridos no
proximo item, onde estudaremos a flexdo obliqua composta.

3.6. Tensao obliqua composta

Considerada como o agrupamento dos outros quatro tipos de tensdo normal, a
tensao obliqua composta acaba por resumi-las em sua expressao geral. Assim, basta
entender os conceitos referentes a este tipo de tensdo para que possamos aplicé-la,
(logicamente) nela e nas demais.

Com enorme aplicabilidade nas estruturas convencionais, a flexdo obliqua
composta estd presente em 99% dos pilares das edificagdes, bem como em suas

fundagdes (rasas ou profundas), pois normalmente eles estdo submetidos a esforgos
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axiais (inclusive peso proprio) e momentos fletores nas duas dire¢des, oriundos das
vigas adjacentes ou até mesmo das excentricidades acidentais que ocorrem em suas

execucoes, € que a norma brasileira preconiza sua aplicacao.

g ™y
A " 8 A "8 a [ 8 a [|' s
F T F
. N -
n=60 = [‘M'j_ + el + X
C.L 0 JID CIL 0 JID c!_ 0 JID C.L 20 JID
L A

Figura 13 — Flexao obliqua composta (excentricidade dos pilares)
Ainda utilizando de forma andloga os conceitos adquiridos nos itens anteriores,
principalmente a superposicdo de efeitos, conseguimos facilmente chegar na seguinte

expressao geral para determinacgdo das tensdes obliquas compostas.

M
—e N M
A 1 1
x y
Parcela referente a ‘ Parcela referente a
N L—» N , ,
tensdo normal pura tensao obliqua simples

onde:

- N ¢ o esforco axial de tracao ou compressao;

- M € o momento fletor em dire¢do a x (em carater didatico);

- M, ¢ o momento fletor em dire¢do a y (em carater didatico);

- Iz € o momento de inércia em relacdo a x (em carater didatico);

- I, ¢ o momento de inércia em relagdo a y (em carater didatico);

- A ¢ aarea da secao transversal solicitada;

- yéaordenada e x a abscissa (em carater didatico).

Outro fator bastante importante na utilizacdo das expressoes referentes a tensoes
normais de maneira geral, ¢ a conveng¢do de sinais. Para facilitar a aplicagdo, e posterior

entendimento das anélises, optou-se por adotar os seguintes sinais:

N + — tracao

— — compressdo

+ — traciona o hemisfério superior ou direito

— — comprime o hemisfério superior ou direito
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Para o seguinte sistema de eixos coordenados:

A

v

Ainda temos a seguinte conveng¢ao vetorial:
@' — Convergindo ou entrando no plano
(o) > Divergindo ou saindo do plano
A figura 14 representa um diagrama de tensdes obliquas composta, destacando-

se também a sua posi¢ao inclinada, assim como nos diagramas de tensao obliqua

simples.

Figura 14 — Distribuicao de tensdes (Tensdo obliqua composta)

Para determinagdo da posi¢ado referente a linha neutra, LN, podemos aplicar:

N M M,
0=t—*—>y+—x
4 1 I,

E assim como fizemos na flexdo obliqua simples, pode-se determinar
dois pontos da reta (linha neutra), ja que também sao conhecidas as variaveis N,
A, My, My, Ik e I, A partir dai resolve-se um sistema matematico, com a
posterior descoberta das abscissas e ordenadas dos eixos referenciais. Destaca-se
ainda, que a linha neutra pode oscilar para dentro e para fora da segdo

transversal, assim como ocorrido na tensao normal composta (figura 15).
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Figura 15 - Tensao obliqua composta — variacdo da Linha Neutra (a primeira

posi¢ao da LN refere-se a tensao obliqua simples)

RESUMO

N=0
Tensdo Obliqua Compostay M, # 0
M, #0

N=0
Tensdo Obliqua Simplesy M, # 0
M, #0

N =0
Tensdo Normal Compostas M, # 0
M, =0

N=0
Tensdo Normal Simplesi M, # 0
M,=0

N=#0

Tensdao Normal PurayM, =0

Formula geral: |0 =%
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Exemplo (questdo de prova em maio de 2010)

Uma laje de concreto armado descarrega em um pilar metalico as seguintes cargas
resultantes nodais: P1= 160kN; P2= 285kN e P3= 772kN (vide figura abaixo). Sabendo-
se que o perfil utilizado ¢ um W250x89 e suas dimensdes sdo fornecidas na tabela
abaixo, pede-se:

a) Tracar o diagrama de tensdes, mostrando as tensdes normais extremas (ol ¢ 62)

b) A tensdo admissivel do ago (tensdo de escoamento) utilizado na fabricagdo do pilar é

Ga.dm = 150 MPa. Dizer se a sec¢do resiste ou nao ao carregamento mostrado.

BITOLA ALTURA (d) LARGURA (bf) ESPESSURA MESA (tf) | ESPESSURA ALMA (tw)
W250x89 26cm 25,6cm 1,73cm 1,07cm
y 4em
5,5cm ‘
’ ®
Pl S /
o [ N —
S s BllepPs »
P2
bem

Centro de gravidade:
- Conhecido — peca simétrica nas duas direcdes (y € z)

Momento de inércia:

;o 25,6%x26° | | (25,6-1,07)x(26-2x1,73)’
12 12

{1,73 x 25,6°

} =14086,73cm*

26 -2x1,73)x1,07°
+(

I, =2 5 26-2x1,73)x1,07x 0 | = 4839,73cm*

, +1,73x25,6x02}+{(
Area:

A=[25,6x26]-[(25,6-1,07)x (26 —2x1,73)] = 112,69cm?
Solicitagoes:

N =+160—285+ 772 = +647kN

M_ =+160x9+285%x3,5-772x7 =-2966,5kN x cm

M, =+160x4+285x5,5+772x5=+6067,5kN x cm

Linha Neutra
47 -2
0= 047 | =29665 | FO06TS o s74_0211y+1254z
112,69 14086,73° = 4839,73

21



-0,211y+1,254z =-5,74
Para y=0 — z=-4,592 cm
Para z=0 — y= 427,204 cm

= Note que o sinal negativo da féormula, o = a v, ndo ¢ mais aplicado devido a

convencao de sinais adotado.

(+27,2:0)
y

Pt
Y/

(+13,-12,8)
T Compressdo
KX Tragdo

(0;-4, 6/ >
[ K

TROTIRIY, pt2
13,05 kN/cm? (=13:+128)
$24,53 kN/cm?

Tensdes maximas de tragdo e compressao:

Pegando as coordenadas dos pontos mais afastados da linha neutra, temos:

o, =5,74-0,211x(+13) +1,254 x (-12,8) = —13,05kN / cm?

o, =574-0,211x(=13) + 1,254 x (+12,8) = +24,53kN / cm?

Como a tensdo de tracao 245,3 MPa ¢ superior a admissivel 150 MPa, mesmo com a
tensdo de compressao 130,5 MPa sendo inferior, a se¢do ndo resiste aos carregamentos,
devendo ser redimensionada.

3.7. Nucleo central de inércia

O nucleo central de inércia (ou regido de pontos nucleares) € o lugar geométrico
da secdo transversal do elemento estrutural, tal que, se nele for aplicada uma carga axial
P, toda a se¢do estara comprimida ou tracionada, dependendo do sentido desse esforco.
Ou seja, a linha neutra LN, serd tangente a se¢do transversal quando a forga axial
coincidir com o ponto nuclear. Esta propriedade ¢ importante para materiais como o
concreto, o ago, a alvenaria e principalmente os solos de fundagao.

Na figura 16, se (1) ¢ um ponto nuclear, ao aplicarmos uma for¢ca normal N

22



nesse ponto, teremos a LN (inferior) tangente a secao.

N=-P
M_ =-Pxe
-P Pxe Pxe | P -1, s
O=———)'> - YW=—=¢ = — como y’’ € um numero
A I, I, A Axy"

negativo por estar no sentido negativo de y, e; ficara positivo.

N=-P
M, =Pxe,
—-P Pxe, , Pxe, , P I, y o
0=—+—2y>—2y'=—=e¢, = — como y’ € um numero positivo
4 1, I, 4 Axy'

por estar no sentido positivo de y, e; ficard positivo.

Y

LN superior

Figura 16 — Pontos nucleares

Para o Retangulo, temos:

I 3
e =e, 2 __ bxh =— (em valor absoluto — sem sinal)

Axy 12xbxhx

Com isso qualquer forca localizada sobre os pontos (1) e/ou (2) faz com que a
LN fique tangente a se¢do (ou toda comprimida ou toda tracionada). Porém, se a forga
se posicionar entre (1) e (2), a LN estara fora da secao transversal, mas continuara toda
comprimida ou toda tracionada. Agora, se a for¢a se situar fora do intervalo (1) a (2), a
LN cortard a secdo, e teremos tensdes de tracdo e de compressdao na mesma pega.

Analogo a dire¢do y teremos as mesmas consideracgdes na dire¢do z, assim:

o —e = I, B hxb® _é
T Axz kb 6
2

23



o

(1

NZAEY ¢
h/i
_ o+

b/6 b

ot

N
S~
N

T

™~
o))

Figura 17 — Nucleo central de inércia — area do losango

Nucleos centrais de inércia para algumas secoes

Anel circular
Quadrado Circulo D - D[1—|:d.-'Djz].-'4
a
+ D/4 20
i - 4
5 O 4O
s ~ A\
E v
i a6 s e+ 36
¥ D D
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Figura 18 — Nucleo central de inércia de algumas segdes transversais



4. TENSOES TANGENCIAIS — CISALHAMENTO TRANSVERSAL

4.1. Introducao
Assim como estudado no capitulo referente as tensdes normais, as for¢as que

“escorregam” pelo plano, denominadas solicitagdes tangenciais, cisalhantes ou
cortantes, também produzem tensdo; porém com caracteristicas diferentes, e com

denominacao prépria: Tensdes tangenciais, cisalhantes ou cortantes.
Aqui também, estas tensdes de cisalhamento sdo subdivididas, porém com maior

simplicidade:
e Tensdo tangencial pura — ¢ a tensdo em que sé atuam forgas de corte (£

V), conforme representados na figura 19, e ja tratados anteriormente, sendo também

analogas ao fenomeno elementar de pressao (forca sobre area).

r
4

r==

Jr.
Figura 19 — Corte puro nas juntas sobrepostas

Onde + V ¢ a forga cortante, e embora o sinal represente um corte “horario ou

anti-horario”, o significado fisico independe do sinal, pois trata-se de uma solicitagdo

unica.

e Tensdo tangencial na flexdo — ¢ a tensdo de cisalhamento referente aos
esfor¢os associados a flexdo (figura 20).
P

I

M

B S

(TR v
[LTTTTTERNTTOTOS

Figura 20 — Viga bi-apoiada com se¢des transversais, com € sem associagao de

flexdo e cisalhamento
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4.2. Tensoées Tangenciais na flexao
As tensoOes de cisalhamento associadas a flexdo ndo se distribuem de maneira
uniforme pela se¢do transversal do elemento estrutural. Isso ndo invalida os calculos de
valores a partir dos diagramas, mas eles devem ser considerados médios e, portanto,

podem existir valores localizados significativamente acima da média.

Figura 21 — Barra supostamente sob a¢do de flexdo no plano xz
Supde-se agora um pequeno trecho de largura Ax conforme indicado na figura
21. Este trecho, por sua vez, ¢ cortado por um plano P,, paralelo ao plano xy e situado a
uma altura z do eixo Xx.

A figura 22a representa o corte do plano xz e, a figura 22b representa o corte de um
plano paralelo a yz. O eixo y coincide com a linha neutra da segdo transversal, ou seu
centro de gravidade, ja que temos flexao normal simples.

Conforme a figura 22a, o lado esquerdo do trecho ¢ denominado (1) e o lado direito
do trecho ¢ denominado 2. Considerando somente a parte acima da linha neutra LN, as
tensOes normais ©; € o, variam linearmente de zero até um valor maximo na

extremidade superior. Conforme visto no capitulo anterior, o valor méximo ¢ dado por
M , o . .
Te , onde I ¢ o momento de inércia da se¢do Ay, em relagdo a y. Portanto, para um
valor qualquer de z=u, temos:
M
o,u)=—u
1

Para a face direita, o momento ¢ M + AM e, assim,

(M+AM)M

o,(u)= I

Ainda na figura 22a, oy € a tensdo de cisalhamento na superficie do plano P, (figura

21) entre as duas secdes separadas de Ax. Portanto, essa superficie tem dimensdes Ax e
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2y, como pode ser visto em (a) e (b) da figura 22.

Z4

(a) : (b)

Figura 22 — Barra da figura 21 em corte longitudinal e transversal, respectivamente

Para manter o equilibrio estatico, as forgas correspondentes a 1y, 6;(u) € 62(u) devem

anular-se:

-7 Ax2y —jaldA + J.a2dA =0 ou
-7 Ax2y + J.(O'2 -0,)dA=0
Das equagdes de () e 2(u), temos:
(0,-0))= -
Assim;
AM
T Ax2y = - I udA

Reagrupando a equacao acima, temos:

e e

Desde que se considera a superficie Ay, da figura 22b, essa integrag¢do vai de u = z
attu=e.

A expressao J. udA4 € o momento estatico Qy de Ay, em relacdo ao eixo y, conforme

u=z,u=e

visto em mecanica geral.

) e e .. AM  dM . )
Na situacao limite, E = d_ , que, conforme visto em teoria das estruturas, deve

ser igual a forga de cisalhamento V. Logo, o valor final da tensdo ¢ dado por:

27



Vo,
T, =
S (2D

Desde que tensdes de cisalhamento aparecem sempre aos pares, como visto em

resisténcia dos materiais I, deve-se ter:
T.=7,

Sabendo-se que a largura da se¢do 2y pode simplesmente ser chamada de b, temos a

seguinte expressao geral para a tensdo de cisalhamento .

7
=
onde
- V ¢ igual a forga cortante;
- Q ¢ igual a0 momento estatico em relacdo a um plano de referéncia
qualquer;

- b ¢ a base da secdo transversal;
- I € o momento de inércia.
Vale ressaltar que através da expressdo geral descrita acima, principalmente no
que tange a contribuigdo do momento estatico, confirmamos o fato das tensdes
cortantes, na flexdo, ndo se distribuirem uniformemente dentro da secao transversal da

peca (ver figura 23).

—x g ———————— rmm

-
-

2=

th

(]

i—I'I'I:I‘

=
-
o

=
=
- e

‘I'IIIII

- b- >

Figura 23 — Variagao da tensao cisalhante na se¢do transversal
4.3. Fluxo de cisalhamento
O projeto de elementos de fixagdo; como pregos, parafusos, soldas ou cola
(elementos que evitam o deslizamento relativo — ver figura 24); requer o conhecimento
das forgas cisalhantes ao longo do comprimento da pega. Esse carregamento, expresso

como forca por unidade de comprimento ¢ denominado fluxo de cisalhamento, q.
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Figura 24 — Deslizamento relativo

q =7, xb=kgf /cm*xcm = kgf / cm (unidade de carga por unidade de comprimento)

> jgualaV
q:V_IQxb:sq:VI_Qou > igualaQ
dF:dﬂIudAeq:d—quzld—M udA
1 dx 1 dx

4Y

Logo; ¢ = R onde q ¢ o fluxo de cisalhamento.

Na figura abaixo, podemos verificar que a carga cortante que percorre o caminho
no interior da se¢do transversal, representada pelas setas na figura 25b, ¢ denominada

como o fluxo de cisalhamento q.

Alma

Mesa ou Flange
e - P |

¥

(2) (b)

Figura 25 — Fluxo de cisalhamento em uma viga em balanc¢o de secdo transversal I

4.4. Centro de cisalhamento ou centro de torcao

O centro de cisalhamento (também chamado centro de cortante ou centro de
tor¢ao), € um ponto situado no plano da secao transversal de uma peca prismatica (de
secdo transversal invaridvel e uniforme), como uma viga ou um pilar; tal que, qualquer
esfor¢o cortante que passe por ele ndo produzird momento torsor na secao transversal da
peca.

Quando existe um eixo de simetria, o centro de cisalhamento estd situado sobre
ele. Em pecas com dois eixos de simetria o centro de cisalhamento coincide com o
centro de gravidade da se¢do e nesse caso a flexdo e a tor¢do estdo desassociadas, e uma

viga ou pilar pode ter flexdo sem tor¢do e tor¢do sem flexdo. Entretanto, em segdes
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assimétricas, ¢ necessario determinar o centro de cisalhamento para determinar
corretamente as tensoes.

Distribuicdo da tensdo de cisalhamento em flanges de vigas

Como ja visto anteriormente, as tensdes de cisalhamento variam de maneira
parabolica nas sec¢les transversais retangulares e circulares. Em uma secdo I, se
fizermos um corte vertical A-A, como mostrado na figura 26, existem tensdes de

cisalhamento neste plano devido a flexdo da viga.

(a) Corte A-A (b) Vista tridimensional

Figura 26 — Vista de se¢do I com corte vertical A-A
As tensoes de cisalhamento tém a dire¢cdo mostrada na figura acima, ou seja, na
direcdo longitudinal da viga.

Vale lembrar que a tensdo normal de flexdo ¢ na dire¢do longitudinal x, quando

integrada ao longo da area da se¢do transversal fornece uma forca axial F = I odA e
A

Suponha ainda que o momento fletor aumente ao longo da dire¢ao longitudinal
da viga. A secdo a direita do elemento diferencial, ilustrado na figura 26, possui um
maior momento fletor, e conseqlientemente uma for¢a longitudinal resultante maior.
Para compensar a diferenga entre as forcas axiais, a tensdo de cisalhamento gera uma
forca de cisalhamento resultante no mesmo sentido da for¢a menor, conforme mostra a

figura 27.
F

E

Figura 27 — Sentido da tensdo de cisalhamento

Se o corte A-A , da figura 26, esta na aresta da se¢do, a tensdo de cisalhamento ¢é

30



zero. Se a espessura do flange é constante e o corte A-A aproxima-se da alma, a area
aumenta linearmente de zero até um valor maximo.

Como a distincia do centro do flange ao centro de gravidade, y, é constante, o
momento estatico também aumenta linearmente - O, =bxtx y. Da mesma forma,
como I, e Vy sdo constantes na se¢do, o fluxo de cisalhamento g(x) =%Q)Z(x)

(x

também aumenta e atinge o valor maximo sobre a alma.
Conseqiientemente, a tensdo de cisalhamento 7 = 4 f também varia linearmente

no flange caso a espessura permaneca constante. O valor maximo também ocorre sobre
a alma. A mesma variagdo de q e t aplica-se a ambos os lados do eixo de simetria
vertical. No entanto, essas grandezas possuem dire¢des opostas nos dois lados da secao,
separados pelo eixo de simetria.

Integrando-se a tensdo de cisalhamento sobre a area onde ela age, tem-se uma
forca resultante. A magnitude da méxima for¢a horizontal F, desenvolvida na metade do
flange ¢:

F:lrmdx _ Do D1 ou ainda, F:M
2 2 2

As tensdes de cisalhamento e as forgas estdo representadas na figura 28. Como
as forcas F ocorrem aos pares nos flanges, e devido a simetria da secao I, elas se anulam
e ndo apresentam efeito externo aparente.

TM ax

ﬂ{% RN
l
|

B —
—
F ]

(a) Distribui¢do da tensdo no flange (b) Forgas resultantes no flange

Figura 28 — Tensdes e forcas cisalhantes em uma viga |

Centro de Cisalhamento, propriamente dito

Em perfis que ndo tem simetria vertical, a féormula para o calculo da tensdo

¥4

normal o =— vy, ndo pode ser aplicada. No entanto, assume-se aqui a validade da

z
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expressao anterior.

Em um perfil U com flanges finos, por exemplo, a tensdo de cisalhamento varia

linearmente em seus flanges (abas ou mesas) e parabolicamente em sua alma como

mostra a figura 29. Para uma se¢do assimétrica, um carregamento que provoca flexao,

poderéd provocar também uma tor¢do da se¢do, como mostra a figura abaixo; para um

perfil U ou C.

por:

(a) Perfil U com corte A-A (b) Tensao em um perfil U

Figura 29 — Tensao de cisalhamento em um perfil U

Figura 30 — Forgas em um perfil U

A integral das tensdes de cisalhamento na alma fornece a forca V.
h/2
V= L/z Ttdy

Como ja visto anteriormente, a for¢a horizontal resultante em um flange ¢ dada

F=lr A:[z)bt
2 2

Como pode se observar na figura 30, as for¢as F nos flanges formam um binario

F. h, o qual provoca uma tor¢ao na secao. Para evitar essa tor¢do € a0 mesmo tempo

tornar valida a aplicacdo da expressdo da tensdo normal de flexao pura, deve-se aplicar

as forcas externas de tal forma a balancear o bindrio interno F . h.

Considerando que o carregamento seja aplicado em um ponto distante e da alma

e fazendo-se o somatorio de momentos em relagdo a um ponto da alma, tem-se:
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PxezFxh—)ezFTfl

O ponto que dista e da alma ¢ chamado CENTRO DE CISALHAMENTO, pois
se o carregamento for aplicado em uma direcdo paralela a alma e distante e da mesma,
este carregamento nao provocara tor¢ao. Tendo em vista que:

S OMRACI YU
2 tx1_(x)

Vem que para V=P:

T
bth .
Fh \2 bthVQ b*th
e=—= = > e=—""=Se=——
P P 2P, 2Pt 41

bthP(btg)

O centro de cisalhamento e ¢ independente da magnitude de P, assim como da
sua localizagdo ao longo da vida (¢ uma propriedade fisica da se¢do transversal).
Para se¢cdes com um eixo de simetria, o centro de cisalhamento estd sempre
localizado sobre ele. J4 para se¢des com dois eixos de simetria, o centro de
cisalhamento coincide com o centrdide da se¢do transversal (por exemplo, perfil I).
A posicao exata do centro de cisalhamento para se¢does com flanges largos pode
ser de dificil determinagao.
Para alguns perfis bastante utilizados na engenharia, os centros de tor¢do sdo
indicados na figura 31, sem a realizacdo de qualquer calculo, pois € o Gnico ponto em
que convergem as resultantes das forcas, ndo podendo haver brago de alavanca para

considera¢ao do momento de tor¢ao.

(a) Perfil L com abas iguais (b) PerfisLe T

Figura 31 — Centro de cisalhamento para alguns perfis
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Indicacdo do fluxo de cisalhamento em algumas secdes transversais

Figura 32 — Fluxo de cisalhamento em algumas sec¢des transversais

Exercicios Resolvidos

1) A viga abaixo ¢ composta de duas pranchas de madeira formando um perfil

do tipo T. determine a maxima tensao cisalhante na cola necessaria para manté-las
juntas.

Y
| 1515 mm |
0mmy | ™
_ — —
S l l l l l Y 150 Lmz * ﬂmrﬁﬂ
ad c > l vl @
%\\K\‘ 4m | 4m % J» '
Reacdes de Apoio:

S M, =0 65x4x6=8V, >V, =19,5kN

SV =0->65x4-195=V, >V, =65kN

Diagramas de esforco cortante (V)

6,5
\ V (kN)

19,5
Centro de gravidade:

_ 150x30x165+30x150x 75
150x30+30x150

ycg

=120mm
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Momento de inércia

3 3
I. :[3ox;50+ 30 x150 x (120—75)2} +[1501X230+150x 30 x (165 —120)* |=2,7x10" mm*

Momento estatico
0=Ad = 0=30x150x (120 — 75) = 2,025 x 10> mm’
Calculo da tensdao maxima Tmax

__ VX0 _195x2,025x10°
bx1 30x2,7x107

=4.875x107 kN / mm* = 0,4875kN / cm? = 4,875MPa

2) Plote a distribuigcdo de tensdes de cisalhamento na se¢ado transversal de uma

viga do tipo I com forga cortante V= 80kN

20mm 7 |A /
T Zl
o 15 mm ) -

z g -
200 mm D P
P

[ -

20mm A |___ 300 mm ___!

[0.1)

Momento de inércia

_300x240°  285x200°

]Z
12 12

=1,556 x10% mm*

Calculo da tensoes:

Ponto A

0,=0=7,=0

Ponto B

0, =300x20x110= 6,6x10°mm?

_ 80x6,6x10°
1,556 x10% x 300

Tp

=1,13x10° kN / mm*=1,13MPa

Ponto C
0, =0, =300><2O><110:6,6><105mm3

 80%6,6%x10°

=———————=226x 102 kN / mm? = 22,62MPa
1,556x10° x15

Tc

Ponto D
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0, =3OO><20><110+15><100><%=7,35><105mm3

5
7y = ST 30 _ 5 55 1072 kN /mm? = 25.20MPa
1,556x10° x15

Distribui¢ao das tensdes

0
W13, 2286

et R L%

: *113 226

3) Determine a quantidade de pregos necessaria para manter os elementos da
viga abaixo (mesa e alma), de 3 metros de comprimento, unidos quando submetida a um
cortante de 2 kN. A tensdo admissivel dos pregos de didmetro d= 2 mm € T,gm = 225

MPa.
Y ’/"-\\___/’_‘M._ 1

[ —
|

20 mm l

Momento de inércia

_150x190°  130x150°
2

=49175%x10" mm*

Momento estatico
O=Ad = 0=20x150%(75+10) =2,55x10° mm®

Calculo do fluxo de cisalhamento

5
VO _2x235X10°_y 439,102 4N/ imm = 1037V /
I~ 49175x10

Célculo da forca suportada por cada prego

W P
V 14 -
z-adm,prego =—=225= B =>V=P= 706,86N
A 72
4
Célculo do espacamento entre os pregos \/

q=10,37N/mm — 10,37 N por 1 mm
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10,37 N 1 mm

~706.86

706,86 N e=
10,37

=68,16mm

Calculo do nimero de pregos

3000mm
n =———=44,01=44 pregos
PrEs T 68,16mm preg
4) A viga abaixo ¢ formada pela unido de diferentes perfis parafusados entre si.
Determine a méxima forca cortante que a viga pode suportar se os parafusos resistem a

uma forca cortante de 11 kN e estdo espacados de 200 mm.

==
T
305x102x46.2 Tt ——— 305x165x54
—— ‘FH_'_'E:_I i ’q"'"{ﬁ
2
1 [ I
3048 mm
1 .
roe -t ,
2 — ’f -'I'- N f 2
| |
1016 mm t 102mm
1 2
Perfil 305x102x46,2kg Perfil 305x165x54kg
A= 58,8 cm? A= 68,8 cm?
I,= 8214 cm* I,,= 11686 cm*
L= 500 cm* L= 988 cm*
c=2,66 cm
Mass Depth Width Thickness of Root Depth Area
Designation per of of Radi between of
m Section Section Web Flange adlis Filets Section
M h b 5 t r d A
kg/m mm mm mm mm mm mm om?
305x165x54 54 310.4 166.9 7.9 13.7 8.9 265.2 68.8

Momento de inércia

2
1 =21+1,= 2{500 +58,8x (31’204 +1,02 - 2,66) }+ 11686 =35342,2cm* =35342,2x10* mm*
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Momento estatico

Q=Ad—>Q=(3l’204

+1,02 — 2,66) x 58,8 =816,144cm?* = 816,144 x 103mm?>
Calculo do fluxo de cisalhamento

VO ¥ x816144x10°

=2309%x107°V unidade de forca/mm
I 35342,2x10*

Calculo do espagamento entre os parafusos

2,309x10° V 1 mm
2x 11 kN Eparafusos = 200 mm
orca cortante nos arajusos
€ parafisos = forg paraf 00 = Ll} =V =47,64kN
o q 2,309%107 Y

5) Determinar a posi¢ao do centro de cisalhamento para um perfil U mostrado

abaixo.

- - - 200 mm

Momento de inércia

3 3
[, =0 101x2 +101x2x1002}+{2><198 +2x200x 0% | =5333867mm*
2 2
e=100 x2x200 — 37.50mm
4x 5333867

Outro modo de determinag¢ao do centro de tor¢do, sem o emprego da formula

Wy

Ponto 1

—f———-

'l 2.0mm

A 4 l
- - - 200 mm

Rmesa_inf'
[ N > s - -

S IR

€ 100mm

— O ponto 1 foi escolhido como referéncia, pois ao “passar” por ele, as forgas
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resultantes da mesa superior ¢ da alma, ndo geram momento.

h
V,x({xbx—)
1 v V., (2x100x100
Rmesa inf =_bq:lb><—2=lx100x V( x x )=0,187Vv
- 2 2 1. 2 5333867
0,187 %2007,

V. xe=0,187V, x200 = ¢ = = ¢ =37,50mm

v

39



5. TRANSFORMAGOES DAS TENSOES - ESTADO PLANO (EPT)

5.1. Introducao

Transformar as componentes de tensdes normais e cisalhantes, associados a um
sistema de coordenadas qualquer; em componentes de tensdes normais e cisalhantes,
associados a um sistema de coordenadas com outra orientacdo ¢ o principal objetivo do
nosso estudo. Com isso, conseguimos, a partir de equagdes de transformagdo, obter para
um elemento estrutural, o plano e a intensidade das tensdes normais maximas e o plano
e a intensidade das tensdes de cisalhamento méaximas.

O estado de tensdo da figura 33a ndo ¢ encontrado com muita freqiiéncia na pratica
da engenharia, por isso aproximagdes ou simplificacdes das solicitagdes sobre um
determinado corpo, a fim de que as tensdes produzidas em um sistema estrutural sejam
analisadas, sdo extrapolados para um dos planos referenciais (figura 33c).

Algumas observagdes gerais sdo importantes na orientacdo desse estudo. Podemos
destacar assim:

I- Em torno de um ponto, um elemento de superficie pode assumir uma
infinidade de posigdes. Ocorrerd entdo o aparecimento de diferentes tensdes no
mesmo ponto, correspondentes a cada uma dessas posigdes.

2- O estado de tensdo em um ponto ¢ o conjunto de todas as tensdes
ocorrendo em todos os planos passando por esse ponto.

3- Sobre o cubo de tensdes; demonstra-se que o estado de tensdao em um
ponto, fica definido quando forem conhecidas as tensdes nele, referentes aos trés
planos ortogonais entre si, que se interceptam no ponto considerado.

4- Para analisarmos o estado de tensdo em um ponto, imaginamos um cubo
situado com vértice no ponto, em cujas facetas supde-se as tensdes conhecidas.

5- Orientamos o cubo considerado, como um soélido de dimensoes
infinitesimais, tomando como origem o ponto em estudo e como eixos de referéncia
as arestas a ele concorrentes.

6- Nas trés faces do cubo que sdo “visiveis”, ocorrem tensdes iguais e de
sentidos opostos.

7- O estado de tensdes em um ponto, no caso mais geral, ficara entdo
definido conhecendo-se nove tensdes, que sao as que atuam nas faces do cubo

elementar.
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(c) Estado plano de tensdes

(a) Estado geral de tensdo (b1 Estado platio de tensdes

wista hiditmensional

Figura 33 — Estado de tensao em um ponto

5.2. Estados de tensio em um ponto
Tipos

e Estado triplo ou tri-Axial — As tensdes que atuam nas faces do cubo
elementar admitem componentes nas dire¢des de todas as suas arestas.

e Estado plano, duplo, ou bi-Axial — As tensdes no cubo apresentam
componentes paralelas a apenas dois eixos.

e Estado simples ou uniaxial — Nas faces do cubo atuam tensdes na direcao
de uma Unica aresta.

e Estado de cisalhamento puro - Nas faces do cubo atuam apenas tensoes
tangenciais. O simples valor 1., =Ty« € suficiente para definir o estado de
tensao no ponto.

Analise das tensdes no estado plano

O problema da analise das tensdes consiste em determinar as componentes da
tensao em um plano qualquer, a partir das componentes da tensdo que atuam em trés
planos ortogonais, passando pelo ponto, e supostamente conhecidas.

Duas componentes de tensdo normal e uma componente de tensdo de
cisalhamento atuam sobre as quatro faces do elemento. Por convengdo, adotou-se o
plano x-y da figura 33c.

Supondo que o estado de tensdo seja definido pelas componentes 6y, Gy, Txy,
orientadas ao longo dos eixos X, y, como na figura 34a, mostraremos como obter as
componentes Gy, Oy € Tyy, orientados ao longo dos eixos x’, y’ (figura 34b), de modo

que representem o mesmo estado de tensdo no ponto.
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(a) (b)

Figura 34 — Estado plano de tensdo

5.3. Transformacao de tensées propriamente dita

Os procedimentos para se determinar as componentes Gy, Ty que atuam sobre a

face x’ do elemento sdo:

1- Seccionar o elemento da figura 34a (figura 35a) — Area seccionada
(AA).

2- Desenhar o diagrama de corpo livre do segmento, mostrando as forgas
que atuam sobre o elemento, ou seja, multiplicam-se os componentes de tensao
de cada face pela area sobre a qual atuam.

3- Aplicar as equagdes de equilibrio de forca nas direcdes x’ e y’ para
obter as componentes de tensdo desconhecidos oy, Ty

4- Se oy, que atua sobre a face +y’ do elemento da figura 34b, tiver de
ser determinado, considere um elemento como na figura 35b e depois € seguir o
mesmo procedimento descrito acima. Note que a tensdo de cisalhamento ndo
precisara ser determinada se ela ja tiver sido calculada, pois ela atende a

propriedade complementar de cisalhamento (ty = Tyy).

(a) (b)

Figura 35 — Transformacao de tensdes (em outro plano)
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Exercicio
Uma forga axial de 600N atua na barra de ago mostrada. Determine as componentes das

tensdes sobre o plano definido pela secdo a-a, inclinada a 30° em relagdo a horizontal.

600 N
-5 p.m
] a & N N - (
U G J0 T g
o 150 mm PR e
30" y
a’// . x GO}K__G
s P — Nt
50 mm @
S50 mm 50 mm
600 N
o = 600 _ 0,12MPa
100x 50
Como a area da se¢do inclinada ¢ A4'= 4 = 10050 =5773,5mm?* (A’>A) e a forga

cos30° 0,866
axial atuante nessa area ¢ P'= Pcos30°=600x 0,866 =519,62N (P’<P)

519,62
O'a =
5773,5

=0,09MPa

A forca que “escorrega” pela superficie inclinada ¢ P''= Psen30°= 600x 0,5 =300N

1 =0 4 052MPa
5773,5

A tensdo ox= 0,12 MPa original no plano reto, “transformou-se” nas tensdes Gx= 0,09
MPa e 1,y= 0,052 MPa, no plano inclinado.
5.4. Equacoes gerais de transformacio de tensao para o estado plano

Convencdo de sinais

+0,

Figura 36 — Convencao de sinais positivos
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A componente das tensdes normais ou de cisalhamento sera positiva caso atue
na dire¢do positiva da coordenada, da face positiva do elemento, ou caso atue na direcao
negativa da coordenada da face negativa do elemento como na figura 36.

Assim, a tensdo normal € positiva quando atua para fora das faces e a tensdo de
cisalhamento ¢ positiva quando atua para cima na face direita do elemento.

Com relacao ao angulo 0, a orientagdo do plano inclinado ¢ simplesmente
positiva no sentido anti-horario.

Equacoes

No exercicio acima, foi possivel determinar, a partir das relagdes
trigonométricas, bem como do conceito trivial de pressao (forga sobre area), o estado de
tensdes em outro plano, diferentemente do plano original de aplicacdo da carga. Porém,
para facilitar o célculo, algumas expressdes foram definidas:

o _(@*0) (@.=0)
2

cos20 + 7, sen20

c,—0,
T.,,=7._ 0820 +——sen2d
X'y Xy 2
Para se determinar oy, basta substituir 0 por (0 + 90), ja que os planos X’ e y’ sempre
sdo defasados em 90° (figura 37), e assim temos:

oo (o,+0,) . (o0,-0,)
4 2

cos2(0+90°) + 7, sen2(0+90°)

Figura 37 — Defasagem dos planos x’ e y’
Exercicio
Faga o exemplo anterior, aplicando as equagdes de transformagdo de tensdes.
Descubra também a tensdo normal no plano perpendicular a ele (30° +90°).

- 600

o, = ———— =—0,12MPa — entrando no plano ou de compressao
100x 50
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=LY 22 0, CO2Z0) o5 60+0sen60°=

o, =-0,06-0,06x0,5=-0,09MPa — entrando no plano ou de compressao

(0+0,12)

... =0cos60°+ sen60° = +0,052MPa — anti-horaria

x'y
_(012+0)  (-012-0)

) 5 c0s 240°+0sen240° =

o, =-0,06-0,06x-0,5=-0,03MPa — entrando no plano ou de compressao

5.5. Tensoées Principais e Tensdo Cisalhante maxima no plano

A pratica da engenharia nos diz que ¢ importante se determinar a orienta¢do dos
planos que fazem as tensdes normais e cisalhantes chegarem ao maximo e ao
minimo, bem como a magnitude das mesmas, pois os dimensionamentos, de um
modo geral, se baseiam nestas informagdes.

Tensao Principal no plano

Para determinarmos as tensdes normais maxima ¢ minima devemos derivar a
equacdo da transformacdo de tensdes, vista acima, em relacdo a O e igualar a zero;

assim:

do Tx
49 _0lgog=— "
a0 ¥ 705, -0,)

.. Esta equacao define a orientacao dos planos em que atuam as tensdes normais
maxima e minima.

A solucdo dessa raiz leva a 20, e 20, defasados de 180°; logo 6, e 6, ficam
defasados de 90°.

Através de relagdes trigonométricas e substitui¢do nas férmulas anteriores,

temos:

2 Y

2
o._+0 O._—0O
O, =— — ( - yj +7?

onde G| > o, e sdo denominadas de tensdes principais nos planos.
— Ao substituir as relagdes trigonométricas na formulagdo de t vemos que a tensdo

cisalhante atuante nos planos principais € nula.
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S - L{

¥

Figura 38 — Plano das tensdes principais

Tensao Cisalhante Maxima no plano

Assim como fizemos para encontrar as tensdes principais, para determinarmos
a tensdo de cisalhamento méaxima devemos derivar a equacdo da transformacao de
tensdes, vista anteriormente, em relacdo a 0 e igualar a zero; assim:
-0,5(c, -0,)

Txy

d—ar:O:thGZ
do

.. Esta equacdo define a orientagdo dos planos em que atuam as tensdes cisalhantes
maximas (negativa e positiva).

.. Para diferenciarmos, apenas em termos de nomenclatura, a orientagdo dos planos
principais com a orientagdo dos planos cisalhantes maximos, utilizaremos a variavel 0’

para representar os segundos. Assim;

-0,5(c, -0,)

Z'xy

1926 =

A solucdo dessa raiz leva a 26’; e 20°,, que representam uma defasagem de
90° em relagdo ao angulo determinado nas tensdes principais (20). Assim, os planos em
que atuam as tensdes cisalhantes maximas sdo defasados de 45° em relagdo aos planos
que definem G, e G,.

Logo;

o, -0
=+ || —2| +7]

z-ma'x.no.plano 2 Xy

Existe também uma tensdo normal nos planos de tensdo cisalhante maxima,

que ¢ denominada tensdo normal média e ¢ determinada por:
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Exercicio

Determinar as tensdes principais, as tensdes cisalhantes maximas e os respectivos

planos de atuacao, para o estado de tensdes abaixo: n J
—_— =¥
<J><;f
ox = +1MPa; 6,= +1MPa e 1,,= +1MPa ._—f‘ P
Tensdes Principais J;__v

1g260 =00 =20=90°=0, =45° e 6, =45°+90°=135°

1
C0,5(1-1)

2 2
o, :—1;1+‘/(1—;1j +1*> =2MPa ¢ o, :%— /(%) +1* =0MPa

Tensoes Cisalhantes Maximas e Tensdao Normal Média

-0,51-1) _
1

1926 = 0=20'=0°=61=0° e §2=0°490°=90°

-1y’ 2 I+1
dex.no.plano = T +1° =x1MPae O ed :T =1MPa

5.6. Circulo de Tensoes de Mohr
As equacgdes anteriores podem ser combinadas entre si, encontrando-se a
equagdo de um circulo, chamado de circulo de Mohr para as tensdes. Assim, podemos
obter graficamente uma solugdo mais rapida para os problemas de transformacdo de

tensdes, a partir da analise dessas tensdes em um dado ponto material.
A equagio cartesiana de um circulo é dada por (x—a)’ +(y—c)’ = R*. Por
outro lado, a equagdo do circulo de Mohr ¢ dada por (6, —o,,, )’ + (z'x,y, )2 =R>.

Se estabelecermos eixos coordenados, em que G seja positivo para a direita e T
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2

positivo para cima, e representarmos a equacgdo do circulo de Mohr, teremos um circulo
o,—0O
x y 2
———| +r, (ver

de raio R com centro em (opeq,0) no eixo ¢ . O raio R ¢ dado

figura 39).

0l

Figura 39 — Circulo de Mohr

Passo a passo para confeccdo do circulo de Mohr
1 - Retire um elemento do ponto que se deseja estudar, no qual as tensdes normais e

de cisalhamento sdo conhecidas, indicando o sentido correto dessas tensoes;
2 - Num sistema de eixos coordenados marque os pontos X(0y; -Txy) € Y(Gy; Txy) €

interligue-os com uma reta, encontrando o centro C (Gmed; Tmax). Com centro em C e raio

CX, trace o circulo, encontrando os pontos A, B, D ¢ E.
3 - Os pontos A de coordenadas (Gmsx; 0) € B (Omin; 0) representam as tensoes

principais. O angulo CAX ¢ o angulo 26.

-

a

)

1
2o, —ay)

Figura 40 — Confeccao do circulo de Mohr — (1)
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4 - Depois de desenhado o circulo, os demais valores sdo encontrados

geometricamente ou calculados.

o, to, c.—0O ’ 5
OCzamédzTeCEsz ——2 | +7

5 - As tensdes principais sdo encontradas em A e B.
6, =04=0C+CE=0,,+R eo,, =0B=0C-CE=0,,,—R
7,.=CD=R
6 - Os planos principais sao dados por:

2t
1920 = A _ Ty
CF

c,—0,
A direcdo de rotacdo de Ox para Oa ¢ a mesma que de CX para CA

h

Figura 41 — Planos principais — (1)

7 - Com o circulo de Mohr definido, o estado de tensdo para qualquer outra
orientacdo pode ser encontrado.

8 - Para um estado de tensdo a um angulo 6 em relagdo aos eixos xy, construa
um novo didmetro X’Y’ com um angulo 20 relativo ao diametro XY.

9 - As tensdes normais ¢ a tensdo de cisalhamento para esta nova orientagdo sao

conseguidas pelas coordenadas de X’Y".
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28 X

Figura 43 — Planos principais — (2)
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Exercicio

Para o exercicio anterior, trace o circulo de Mohr

N
ox = +1MPa; o,= +1MPa e 1,,= +1MPa ——-A’“’ |
=y
_f_ | ‘ &
T
J"Y
by |
A




6. TRANSFORMAGCOES DAS DEFORMAGOES — ESTADO PLANO (EPD)
6.1 Introducao
Assim como realizado no capitulo anterior, e através da preconizagdo da lei de
Hooke convencional e da lei de Hooke no cisalhamento - o= €¢E e 1= yG,
respectivamente - o presente capitulo tem por objetivo estudar o efeito das deformagdes
no mesmo ambito do estudo das tensdes.
O estado geral das deformag¢des em um ponto de um corpo pode ser definido
como:
1. Deformagdo Normal: (g, €, €.)
2. Deformagao por Cisalhamento: (Yyy, Yz Vy2)
Essas seis componentes tendem a deformar cada face de um elemento material e
variam de acordo com a orientagao do mesmo.
A titulo de conhecimento geral; no laboratorio, essas medidas sdo feitas através
de extensdmetros.
6.2 Estado Plano de Deformacoes
(&x, &) = Duas componentes de deformacdo normal

(Yxy) = Uma componente de deformagdo por cisalhamento

Ty
dx > _r: L 2 . B
- - - - | i 'll- L - f
- | £, iy ——
) T
__________ ‘ ' | T ! /
. ! | / f
I | i !
. I : r [ 1
L I ¥ i .
1 1 | - I e “* Tm.
__________ | I I |,.- I - | =
x| ! i =
. L x ' .
Deformacao normal €, Deformagdo por cisalhamento ¥,

Deformacio normal €,

{a) (b (ch

Figura 44 — Estado Plano de Deformacdes
O estado plano de deformagdes ndo causa um estado plano de tensdes e vice-
versa. Logo, o estado plano de tensdes (o, ©y) ndo provoca estado plano de

deformagdes no plano xy porque ¢, ¢ diferente de zero (efeito de poison).
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Figura 45 — Estudo das deformacgdes

6.3 Equacées Gerais de Transformacio para o Estado Plano de Deformacdes
O objetivo principal ¢ estabelecer equacdes de transformacdo que podem ser
usadas para determinar as componentes de deformac¢ao normal e por cisalhamento x’, e
y’em um ponto, desde que os componentes de deformacao x, y sejam conhecidos.

Para isso adotou-se a seguinte convengao de sinais:

.r

]
T / , ¥
+€,.dy I r f ¥
p A T )
+ Yav |
! 2 f-f
ey ! + Yav | 4
IJI 2__ 4 .-rIr x
L,ff'ﬁ) B . ]
0| | i+
dx | € dx !
(a) : (b

Figura 46 — Convencgao de sinais positivos

6.4 Deformacao Normal e por Cisalhamento

Determinacao de &,

dx = dx'cos @
dy = dx'sen@
Se &, > 0 (Figura 47b) = Alongamento de dx ¢ g,dx = Alongamento de dx’ ¢
e dxcos0
Se g, > 0 (Figura 47c) = Alongamento de dy ¢ € ,dy = Alongamento de dx’ é

g,dy sen
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¥ v X'
Z et
______________ / TR
1 | Lo 5
L \
; | \ & o ! 1 4
dy e’ | 'II dx : 1 . |
1 . e
T e drcos Byt ) 8 .
dr dx €dr’  €dysend
Antes da deformagio Deformagio normal €,
(a) by
¥
x!
€ dycost ](Qr({? cos 8 e
Vass oy = —
A s - A il
P i it Yy dysent I
A H |
dy ="\ €,y send - g dx’ |
dx 9 |
Y g |
! x

Deformagao por cisalhamento %,

Deformagao normal €,

(¢ (d)

(e)

Figura 47 — Estudo das deformagdes

Se dx ¢ fixo = Deslocamento vy,,dy para a direita do topo da linha dy (figura
47d) = Alongamento de dx’ é y,,dyc os0
Somando-se os trés alongamentos:

ox'= g dxcost + & dysend +y, dycosd

Mas,

Substituindo, temos:

— 2 2
£, =&, 00820+ ¢ sen’0+y, sentcost
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A equagdo de transformagdo da deformacgdo para determinar v,y € desenvolvida

considerando-se a intensidade da rotacdo que cada segmento de reta dx’ e dy’ sofre
quando submetido aos componentes da deformagao &, €, ,Vxy.

5);!

o=—

dx'

oy'=—¢ dxsent + & dycos@ -y dysend
Utilizando-se as equagdes acima, associadas a figura 47e, temos:

o= (— £, te, )sen@cos 0—y,sen*0

Como mostra a figura 47e a reta dy’ gira 3. Podemos determinar esse angulo por

uma analise semelhante, ou simplesmente substituindo-se 6 por 8 + 90°, e assim tem-se:
B = —(— £ te, )sen@cos@ — 7, €0s?0
yx'y' =a-— IB

Dessa forma, as equagdes de transformacdo da deformacdo de um elemento,
orientado com angulo 6, como mostra a figura 48, sao:

e t+e, €. -¢
g, =—2 42 c0s20 + L2 sen260
2 2
}/x'y' - _ x_gy
2 2

sen20 + 1% cos20
tem-se:

Para determinar ¢y, basta substituir 0 por (6+90°) na equagao de &y, € assim

o
Deformagio normal positiva €,

Deformagio por cisalhamento positiva ..,
fa)

(b}
Figura 48 — Deformagao normal e por cisalhamento
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6.5 Deformacées Principais

Sao deformagdes normais sem deformagdes por cisalhamento

1g20 = Ty

6.6 Deformacio por cisalhamento maxima no plano

, & —¢&
1g20 =-— >
yxy

2 2
y -+ gx _gy 4 7/xy
max _ plano - 2 2

_ gx +€y
méd 2

6.7 Circulo de Mohr
No circulo de mohr, independente se para analise de tensdes ou de deformagoes,
as equacdes acima podem ser escritas da seguinte forma:

2
(gx _gméd )2 +[7/Xy] = R2

2

onde

E o centro do circulo fica no ponto (€med, 0).

Construcdo do Circulo

1. Estabelecer um sistema de coordenadas tal que a abscissa represente a
deformacao normal &, com sentido positivo para a direita e a ordenada represente
metade do valor da deformacao por cisalhamento, y/2, com sentido positivo para cima.

2. Determinar o centro do circulo C, que esta localizado no eixo € a uma
distancia emed = (&x + €y)/2 da origem.

3. Marcar o ponto de referéncia A(gy ,yxy/2).
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4. Conectar o ponto 4 ao ponto C e determinar o raio R pelo triangulo
sombreado.

5. Uma vez determinado R, tragar o circulo.

Y

2

Figura 49 — Tracado do circulo de Mohr para as deformagoes
Deformagdes Principais

1. As deformagdes principais, €; € € sdo as coordenadas dos pontos B ¢ D na
figura 50a onde y/2 = 0.

2. Determinar a orientagao do plano sobre o qual g, atua pelo circulo calculando
20; por meio de trigonometria (medido no sentido anti-hordrio a partir da reta de
referéncia radial CA até a reta CB). Figura 50a. Lembrar que a rotagdo de 0, deve ser na

mesma direcdo, a partir do eixo de referéncia do elemento x para o eixo x’. Figura 50b.
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Figura 50 — Circulo de Mohr para as deformagdes
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Deformacdes por Cisalhamento Maximo no Plano
1. A deformacdo normal média e a metade da deformagdo por cisalhamento
maxima no plano sdo determinadas como coordenadas E e F. Figura 50a.

2. Calcular 26’; por meio de trigonometria (medido no sentido horario a partir da

reta de referéncia radial CA até a Reta CE).

Deformacdes no plano arbitrério
1. Para um plano especificado por um angulo 6 utiliza-se trigonometria para se

calcular a deformagao normal e por cisalhamento.
2. O angulo conhecido 0 do eixo x’ ¢ medido no circulo como 26.

3. Se for necessario saber o valor de €y, determina-lo calculando-se a coordenada

€ do ponto Q. A reta CQ localiza-se a 180° de CP e, desse modo, representa uma rotagao

Exercicio
estado plano de deformagdes: & = -350 x 10'6, gy = 1200 x 10° e Txy = T80 X 10'6, 0

de 90° do eixo x’.
O elemento infinitesimal que representa um ponto do material esta sujeito ao
qual tende a torcé-lo como mostra a figura abaixo. Determinar as deformagdes

principais no ponto e a orientacdo do elemento a elas correspondente.

—414%

=-0,145= 20 =-8,28°= 6,

Resolugao
80x107°

T 2350%10° —200x10"°

]2:

1g26

6, = —4,14°490° = 85,86°
]2 [80><10-6
+
2

—~350x107° -=200x10"°

2

_ —350x10"° +200x10"°

o, [

g =-75%x10"° =278x10"° = -353x10°
&, ==75x107° +278x107° =203x107°
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7. DESLOCAMENTOS EM VIGAS E EIXOS - LINHA ELASTICA

Nos projetos estruturais sdo necessarios os calculos das tensdes, mas também os
calculos das deformacdes a que estdo submetidos os elementos estruturais. As normas
de calculo estabelecem as tensdes admissiveis, mas também impdem limites para as
deformagdes méaximas das pecas.

E ¢ com o objetivo de avaliar as deformagdes em vigas e eixos, submetidos aos
esfor¢os de flexdo, que estudaremos os métodos para determinac¢do da linha elastica.

7.1. Introducao

Sob a acdo de cargas transversais e/ou bindrios, uma viga fica submetida a dois
tipos de efeitos principais:
- tensOes normais ¢ de cisalhamento nas diversas se¢des transversais, €

- deformagdes lineares e angulares ao longo de seu eixo.

P

|

Figura 51 — Deformagao de uma viga submetida a flexao

.-
L

7.2. Defini¢des basicas
Flecha
Denomina-se flecha, num determinado ponto do eixo da viga, a componente
vertical “y” do deslocamento linear do eixo da viga, em relagdo ao eixo reto inicial.
Porém, a componente paralela ao eixo inicial da viga, ¢ em geral, desprezivel em

comparagdo com a flecha.

Linha elastica (LE)

A curva na qual se transforma o eixo longitudinal da viga, inicialmente reto,
quando submetida a carregamentos externos, recebe o nome de linha eldstica. A
equacdo da LE, y = f(x), depende do tipo de carregamento a que uma determinada viga
esta submetida.

7.3. Determinacio da linha elastica
Existem varios processos para se determinar a linha elastica LE. Os mais
empregados sdo:

a) Integracao direta;

b) Diagrama de momentos;
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c) Funcdes singulares e

d) Energia eléstica de deformacao.

Hipdteses e Limitacdes

a viga deve estar trabalhando no regime elastico (Lei de Hooke);

a viga possui eixo longitudinal inicialmente reto;

os carregamentos sdo for¢as e/ou binarios que atuam num plano
perpendicular ao eixo longitudinal da viga (plano de simetria da viga);

as secoes transversais da viga permanecem planas durante a deformagao;

as vigas sdo prismaticas e possuem o mesmo modulo de elasticidade, tanto
para tragdo como para compressao;

as flechas sdo pequenas em relagdo as dimensdes das se¢des transversais da
viga;

as flechas devidas a for¢a cortante sdo despreziveis em relagao as produzidas

pelo momento fletor.

Apesar de citarmos alguns métodos para determinagdo da linha eléstica, no presente

trabalho iremos focar apenas em um deles; o mais usual e importante, o0 Método da

integracio direta.

7.4. Método da Integracio direta

Seja a viga AB representada na figura 52a. Apds a flexdo, seu eixo torna-se

curvo. Suponha que "xy" seja um plano de simetria e que o carregamento atue nesse

plano. A linha ACB situa-se nesse plano.

' E N : v(z) = eq. da LM

(a) (b)

Figura 52 — Linha elastica da viga

A equagdo da curvatura "K" de uma viga submetida a um momento fletor "M"

pode ser definida por:
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onde:

K = curvatura da viga deformada;

p = raio de curvatura da viga deformada;

I = momento de inércia da se¢do transversal em relagdo a LN;
E = modulo de elasticidade ou mddulo de Young;

EI = rigidez flexional.

Da figura 52, temos que o comprimento do arco ds ¢:

tgdﬁzédeZngﬁxpszdﬁ
P

do

ds=pxdf = =—
r ds

1
Yo,
Igualando as duas equagdes acima, temos que:

_do
ds

Na maioria das aplicagdes praticas, as deflexdes nas vigas sdo muito pequenas e

k

suas linhas elésticas muito aplainadas (pouca inclina¢do); sendo assim, o dngulo 0 e a
flecha s@o muito pequenos.

Pode-se admitir, portanto que:

ds=dv; 0=1g0-Y . 9-¥
dx dx

Derivando a equagao de 6 em relacdo a x, teremos:

o _d’y
dx  dx’
A partir dai, teremos:
1_do
p dx
1_dy
p dx
Resultando em:
M d’ : .
I = fl ); — (equagdo da linha elastica - v)
X
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A equagdo acima ¢ a que permite obter a LE das vigas retas para qualquer tipo de
carregamento.
7.5. Convencao de sinais

Na utilizagdo das equacdes descritas anteriormente, ¢ importante adotarmos os
sinais de M, V ou q (carga), estabelecidos pela convencao utilizada no desenvolvimento
daquelas equagdes. A titulo de revisdo, a figura 53a mostra esses esfor¢cos com seus
sentidos positivos. Além disso, lembre-se de que o deslocamento positivo, v, €
direcionado para cima e, como resultado, a inclinag@o 0 positiva serd medida no sentido
anti-hordrio a partir do eixo x positivo, quando este ¢ orientado para a direita. A razao
disso ¢ mostrada na figura 53b. Nesta figura aumentos positivos de dx e dvem x e v
geram aumento em 6 no sentido anti-horario. Por outro lado , se o eixo x positivo for
direcionado para a esquerda, 0 serd positivo no sentido horario, figura 53c.

Devemos destacar que, ao admitirmos que dv/dx ¢ muito pequeno, o
comprimento horizontal original do eixo da viga e o arco de sua linha elastica serdo
praticamente idénticos. Conseqiientemente, podemos admitir que os pontos da linha
elastica se desloquem apenas na direcdo vertical, € ndo na horizontal. J& que o angulo
de inclinagdo 0 serd também muito pequeno, seu valor em radianos pode ser

determinado diretamente a partir de 0 = tg0 = dv/dx.

e
a4 }Yeu

+V +V

(a)
v o' o' v
P Curva eldstica Curva eldstica +p
+P
ds %{I 8 de
+dv = +6 o
+V al I~ e
* b3
i = edxte— +x
(b) (c)

Figura 53 — Convengao de sinais positivos

7.6. Condig¢oes de contorno e de continuidade

As constantes de integracdo sdo determinadas pelos valores das fungdes
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representativas do cisalhamento, do momento fletor, da inclinagdo ou dos
deslocamentos ocorrentes em um ponto particular da viga em que grandezas sejam
desconhecidas. Esses valores sdo chamados de condi¢des de contorno. As condigoes de
contorno utilizadas com mais freqiiéncia na solu¢do dos problemas de deslocamentos de

vigas ou eixos sdo listadas na figura 54.

Y e _&“—: E"

A=D 2 .'1-..— il . A=0
Rolete Ping ~ Rolste
.__ﬁ,f "—::? g S
I ) o g o
b . T
z #=1) V=0
A=0 A=D M=0 M=0
Pino Extremidade fixa Extremidade livie  Pino ou articulag@o interna

Figura 54 — Condicdes de contorno

Agora, se uma Unica coordenada x ndo puder ser utilizada para expressar a
equacdo da inclinacdo da viga ou da linha eléstica, deveremos utilizar as condi¢des de
continuidade na avaliagcdo de algumas das constantes de integracdo. Por exemplo, para a
viga mostrada na figura 55, o ponto C, independente da equacao descrita (AC ou CB),

deve apresentar o mesmo valor para flecha v, e inclinagao 0.

L |

A

(Wae=en
")ac=0"cp

7
|

&)

Figura 55 — Condi¢des de continuidade

7.7. Processo de integracio - Resumo
d’y
dx’

A determina¢do da LE consiste em integrar a equagao I =

(a) Antes da integracdo, deve-se definir EI e M em funcao de x;
(b) A primeira integracao fornece a inclinagdo, dy/dx, da tangente a LE;

(c) A segunda integracao fornece a LE em func¢ao de x: y=f(x).
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Sendo a equagdo diferencial da LE de 2* ordem, aparecem na integragio,
algumas constantes.

Estas constantes sdo obtidas, através do conhecimento das flechas e rotagdes da
LE, em pontos convenientemente escolhidos da viga.

Na analise de vigas continuas, sdo necessarias, normalmente, duas ou mais
equagdes para exprimir o diagrama de momentos fletores ao longo de toda a viga.

Para cada regido da viga haverd uma correspondente equag¢do da LE, que
fornecera duas constantes para cada uma dessas regioes.

Estas constantes sdo determinadas através da condi¢ao de continuidade existente
entre pontos comuns de regides adjacentes, que possuem flechas e rotagdes comuns.

7.8. Superposicio de Efeitos

A superposicao de efeitos € usada para se determinar a deflexdo em vigas e eixos
submetidos a carregamentos complexos através da:

e obtencdo da deflexdo correspondente a cada carga, agindo separadamente;

e soma das deflexdes (contribuigdes) provocadas pelas cargas individuais.

Outro fator importante, € que este método pode ser usado quando:

e acarga for linearmente relacionada a deflexao;

e a carga ndo mudar significativamente a geometria ou a configuracdo original

da viga.

P,

1 = % + B
| ) N’

) | L o =

[
Figura 56 — Superposicdo de efeitos — Flecha e inclinag¢do de P ¢ igual a flecha e
inclinacao de Py + P,
Em resumo, a deflexdo e/ou inclinacdo em ponto de uma viga ou eixo com
varias cargas distintas ¢ igual a soma algébrica das deflexdes e inclinagcdes provocadas

pelas cargas agindo individualmente.
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7.9. Tabelas de flechas e deflexdes (inclinacoes)

Tabela de flechas e deflexdes angulares para algumas vigas isostaticas

Viga | Carregamento e Vinculaciao Deflexao angu%& extremidade Flecha Mixima
fEtcomprimento Ly—=] gl
| |
@ =-PL*/ 2EI
1 =-PL* 3 EI
¢ =-qL®/ 6EI
2 f=-qL"/ 8 EI
3 ¢ =-wL’/ 24EI f=-wL'/30EI
4 @ =+ML/EI f=+MIL?/2El
5 (pa=-PL’ /16 EI f=-PLY 48 EI
Qg =+PL*/ 16 EI
6 @a=-Pb(L’-b*) /6 LEI == Vi
@p =+Pa(L” — a%)/ 6 LEI 9V3LEL
para X, = V(L*- b*)/3
oa=-qL?/24EI
7 @p=+qL? /24 EI f=-5qL*/384 EI
P
“a(L-a) Ea(3L2 —4a2)
8 _
P17 755 / 24El
Qa=-ML/GEI f=-ML?/9V3 EI
9 @ =+ ML/ 3 EI parax, =L/3
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Tabela de reacdes vinculares e flechas para algumas vigas hiperestaticas

Viga | Carregamento e Vinculacao Reacoes Vinculares e Flecha Maxima
%(comprimento Lj% Momentos Maximos +1
LLn ! A =(11/16)P
B =(5/16)
1 M= (3/16)PL f=-7PL% 768 EI
(Muax)(+) = +(5/32)PL
(Marax)(-) = - (3/16)PL
A=(3/8)qL
B =(5/8)qL
2 M= qL*/8 f=-qL*/ 185 EI
(Maax)(+) =(9/128)qL"
(Mnax)(-) =-qL/8
A=B=(1/2)P
3 M= (1/8)PL f=-PL*/192EI
(Maax)(+) = +(1/8)PL
(Marax)(-) =-(1/8)PL
A=B=(12)P
4 M= qL%12 f=-qL*/ 384 EI
{LIMAx){'i‘) =+ q]_;f24
(Myvax)(-) = - qL7/12
A=B=(5/32)P a ser calculada pelo
5 C=(11/16)P estudante
(Mneax)(+) =+(5/128)PL (observe a equivaléncia
M 2) =-(3/64)PL entre o trecho CB da viga 5
(Marax)( ) (J ) e o frecho AB daviga 1)
A=B=(3/16)qL
6 C = (5/8)qL f=-qL*/ 2960 EI
(Myzax)(+) = +(9qL*/512)
22
(Mpax)(-)=-qL7/32
A=B=(3/2M/L
7 Ma=Mp =M/4 f=+M/216 Elem
x=L/3
)
8 — A=B=(12EVL) & — recalque do apoio
A L - Ma = Mg = (6EI/L%) &
B
Exercicio

Para a viga ABC mostrada abaixo, de ago, com mddulo de elasticidade longitudinal E=

200 GPa, de secdo macica circular, com didmetro nominal igual a 150 mm, determine as

flechas na extremidade do balango, ponto A, ¢ no centro do vao, entre os apoios B e C.

9.00 kN
12,0 kN/m
¥ .l,
A
‘T‘ S BERE
2,00 m 2,00 m 1,00 m
I

Vs

Ve

67



Reagdes de apoio

D My=0—>-9x2+12x2x2-V x4=0-V, =7,5kN
DV =0->49+12x2-V, -7,5=0—¥, =255kN

a M
Equagdo do momento fletor — v''= —

EI
0<x<2—> M(x)=-9x
2<x<3—> M(x)=-9x+255(x-2)=16,5x—-51

3<x<5—> M(x) :—9x+25,5(x—2)—%(x—3)(x—3) =—6x> +52,5x-105

55x<6 > M(x)=-9x+255(x-2)-24(x—-4)=-7,5x+45

Equagdo da inclina¢do angular — v'= 6 (1* integracdo)

2
OSXSZ—»H(x):—g%+clz—4,5x2 tel

16,5x*

2<x<3-0(x)= ~51x+c2=825x" —5lx+c2

6x° 52,5x>

3<x<5-6(x) :—? + —~105x +¢3 =-2x" +26,25x% —105x + 3

7,5x7

55x<6—-60(x)=- +45x +cd =-3,75x" +45x + c4

Equagdo da flecha — v (2" integragio)

3
OSXSZ—»v(x)=—4’53x +clx+ce5=-1,5x" +clx+c5

8,25x° 3 51x?
3

2<x<3->v(x)= +c2x+c6=2,75x =25,5x +c2x+c6

2x' | 2625x° 1052
4 3

=—0,5x* +8,75x> —=52,5x* + c3x + 7

3<x<5—> v(x)=- +c3x+c7 =

3,75x°  45x°
+

5<x<6 ->v(x)=— 3

+cdx+c8=-125x> +22,5x% + c4x + 8

Condicdes de Contorno ¢ Continuidade
1) Parax=2 > v=0 —>—-15-2° +¢cl-24+c5=0=¢c5=-2cl +12
2,75-2° =255-22 +¢2-2+¢6=0=c6=-2c2+80

2) Parax=6 — v=0 —>—125-6> +225-6" +c4-6+c8 =0 = c8 = —6¢c4 — 540
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3) Para x=2 (continuidade em 0)

4,52 +¢c1=8,25-2 =51-2+c2 = cl =c2-51

4) Para x=3 (continuidade em 6)

8,25-3* =51-3+¢2=-2-3"+26,25-3" -105-3+c3 = c2=c3-54

5) Para x=5 (continuidade em 0)

—~2-5%426,25-57 =105-5+¢c3=-3,75-5" +45-5+c4 = 3 = c4+250
cl=(c3-54)=51= cl =c4+250-105= cl = c4 +145

6) Para x=2 (continuidade em v)

—1,5-2° +¢1-2+¢5=2,75-2> -255-2* +¢2-2+¢c6 = 2cl +c5=2¢2 + c6— 68
7) Para x=3 (continuidade em v)

2,75-3° =255-3* +¢2-3+¢6=-0,5-3*+8,75-3 -=52.5-3* +3-3+¢c7T =
3¢2+c6=3c3+c7-1215

8) Para x=5 (continuidade em v)

—-0,5-5"+8,75-5° =52,5-5 +¢3-5+¢7=-1,25-5 +225-5" +c4-5+ 8 =
5¢3+c¢7 =5c4+c8+937,5

Resolvendo o Sistema Matematico

cS5=-2cl+12

c6=-2¢c2+80
c8 = —6¢4 —-540
cl=c2-51
c2=c3-54
cl=c4+145
2cl+c5=2¢c2+c6—68
3¢2+c6=3c3+c7-121,5

5¢3+c¢7=5c4+c8+937,5

—3c2-2c2+80=3c2+162+c7-121,5= 2¢2 =—-c7+39,5
—c7=5c4+c8+937,5-5c3=c7=5¢4+c8+937,5—-5c2-270
—c7=5¢4—-6¢c4—-540+937,5-5¢2-270 = c7=—-c4—-5c2+127,5
—cT=—-cl+145-5c2+127,5=c7=-c2+51+145-5¢c2 +127,5

— 7 =-6c2+323,5=2c2=6c2-3235+39,5=4c2=284=c2="71
—c6=-142+80=-62

—cl=71-51=20

—c3=T71+54=125
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—c5=-40+12=-28

—c4=20-145=-125

—c7=-142+39,5=-102,5

—8=750-540=210
Rigidez EI

D  7-0,15*

E=200x10° N/m’e [ = s =2,485x107° m* = EI= 4970 kN x m*

Flecha na ponta do balango

-1,5-0°+20-0-28

0 p—
v(0) 4970

=-0,00563m = —5,63mm

Flecha no meio do vao

4 3 2
V() = 0,5-4" +8,775-4 45927,3 4°+125-4-102,5 —_0,00211m = —2.1 Imm

Aferi¢do no programa Sap 2000

PtObi &
PtElm: &
ut=10
uz2=

PtObj1 i
U3=-0021

PtElm: 1
U=
uz2=

Rl=
z! RZ= 0006
U3 = 0057 e

oLoo

R1=
R2=-00403
R3=
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8. FLAMBAGEM DE COLUNAS
8.1. Introducao
De forma bastante comum ocorre confusdo na hora de diferenciar dois importantes
conceitos: equilibrio e estabilidade. Uma estrutura pode ser instavel estando em
equilibrio.
Em geral, o equilibrio de uma estrutura pode ser classificado como:
e estavel;
e instavel ou
e neutro.
Um modo bastante simples de observar este fato ¢ analisar as trés situagdes de

equilibrio apresentadas na figura 57.

\,_____.-'/,/_——-\

Figura 57 — Situagdes de equilibrio

A primeira situacdo representa o equilibrio estavel. Nela, ao se aplicar uma forga
na esfera, que estd sobre uma superficie curva, acarretard um deslocamento tal qual, fard
com que a esfera role sobre essa superficie, oscilando em torno da posi¢ao de equilibrio
inicial. Na segunda situacdo, o equilibrio ¢ instdvel. Uma for¢ca promove um
deslocamento na esfera que rola sobre a superficie, ndo existindo mais a possibilidade
de retorno a esta posicdo de equilibrio. Uma estrutura com este tipo de equilibrio nao
suporta perturbagdes de nenhuma natureza. Na terceira situagdo, o equilibrio € neutro.
Uma forca qualquer promove um deslocamento na esfera, que rola sobre o plano em
que ela estd apoiada, ocasionando uma nova posi¢ao de equilibrio, semelhante a posi¢do
original, porém em outro ponto qualquer do plano.

8.2. Carga critica de barras comprimidas
Seja uma barra prismatica comprimida, em equilibrio, como a mostrada na

figura 58.

L.—

o #

o

Figura 58 — Barra comprimida em equilibrio
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Quando a forca tem valores pequenos, a barra permanece reta e o equilibrio ¢
estavel. Quando ocorre um determinado aumento no valor desta for¢a, podem aparecer
flechas nas se¢des da barra levando a barra para um novo equilibrio estavel, como

representa a figura 59.

_ B
|
L————-"%;k
Figura 59 — Barra comprimida em uma nova situag¢do de equilibrio

A passagem do primeiro estado de equilibrio estavel para o outro, ocorre quando a
forca atinge um determinado valor que ¢ chamado de valor critico. Nessa situacdo a
carga ¢ chamada de Carga Critica e indicada por Py

Quando a carga esta no valor critico o equilibrio torna-se instavel.

Nos dimensionamentos das estruturas ¢ importante que este valor critico ndo seja
alcangado. Com isto, se garante, além da integridade, a estabilidade da estrutura.

Determinacio da Carga Critica

Na figura 59, se observa a ocorréncia de flechas nas secdes da barra. Torna-se

possivel, entdo escrever a equagao da linha eléstica para a barra.

M _d’
EI  dx’
Para uma se¢do qualquer, com distancia igual a x, a partir do apoio A, o momento

fletor vale M = P. v que, substituido na expressao acima, resulta:

d*v Pv d*v Py
= —— +_—

S =>— =0
dx EI dx El

A expressdo acima ¢ uma diferencial de segunda ordem cuja solugdo é:

v=C, cos 1/ix +C,sen 1/ix
EI EI

onde C; e C; sdo constantes que devem ser determinadas de maneira a satisfazer
as condi¢des de deslocamento das extremidades apoiadas; ou seja:
parax=0=v=0eparax=/=v=0
Com x=0, se tem 0 =C, cos0+C,sen0 = 0=C/1+C,0=C, =0

Com este resultado temos a seguinte simplificacdo da equacao:
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V= Czsen[1 /ixJ
El

V= Czsen[1 /ilJ
El

Note-se, aqui, que para satisfazer a equagdo, independentemente do valor de C2, a

Com x= /, tem-se:

funcdo seno deve ser igual a zero. Esta funcao ¢ nula quando o angulo for igual a nm, ou

seja:

onde n=0,1,2,3.............

2 2
—Pl:nﬁ:—P P=nrt=>p=""" El
\ EI EI I?

Note-se que n € um nimero inteiro, positivo, qualquer entre 1 e . Para cada valor

Assim, tem-se:

de n existe um valor de P que muda o estado de equilibrio. Cada um destes valores ¢

indicado por P.

Desta forma:
2
El
n= 1 : P(,Vlf = d 2
/
2
n=2=p, = 47r2EI
/

E muito importante observar que estas cargas criticas sdo as cargas que mudam o
estado de equilibrio. Assim, a carga critica encontrada para n=1 muda o estado de
equilibrio de uma barra reta para uma barra que tem a forma da figura 60. Nesta

situacdo se diz que ocorreu a flambagem da barra por compressao.

L

Figura 60 — Barra flambada com P para n=1
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A carga critica encontrada para n=2 muda o estado de equilibrio de uma barra que

tem a forma da figura 59 para uma que tem a forma da figura 61.

P

Figura 61 — Barra flambada com P para n=2

Para as estruturas, em geral, se interessa descobrir a carga critica para n=1.
Para extrapolar as equagdes da carga critica para barras com outros tipos de apoio,
devemos avaliar diferentemente (como serda visto adiante).

Equacao de Eiler

Toma-se, inicialmente a expressao da carga critica para a flambagem de uma barra
prismatica, simplesmente apoiada em suas extremidades.

Lembrando-se, mais uma vez, que a carga critica ¢ aquela que muda o estado de
equilibrio; assim, com cargas de menor valor, a barra permanece reta; € com cargas de
maior valor, ela flamba com a forma da figura 60, até que o valor seja igual ao da
encontrada para n=2.

Lembrando ainda, que esta carga ¢ uma forg¢a normal de compressdo, o modulo da

tensdo normal desenvolvida nos pontos das se¢des transversais da barra ¢é:

onde A ¢ a area da secdo transversal da barra.
A esta tensdo se da o nome de Tensdo de Flambagem que ¢ indicada por oy.
A tensdo de flambagem ¢, portanto a tensdo que muda o estado de equilibrio da
barra, ou seja, com tensdes iguais a este valor o equilibrio € instavel.
Substituindo o valor da carga critica, na expressdo acima, tem-se:
<5l
- O-crit - A lz

Sabendo-se que o raio de giracao de uma se¢ao ¢ igual a:

N |
i=,—=i =—
A A

Temos:
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2 +2
n°Ei
O-ﬂ = 12
onde / ¢ o comprimento da barra e i ¢ uma propriedade de sua se¢do transversal.

Podemos entdo escrever a expressdo acima, como:

_ 7*E _ 7’E

C,=—5—>0,=——
L 12 L l 2
i? i

Nessa expressdo o quociente //i ¢ chamado de incide de esbeltez da barra e indicado

pela letra A.

O indice e esbeltez ¢ uma medida relativa entre o comprimento da barra e sua se¢@o
transversal. Uma barra ¢ esbelta quando seu comprimento ¢ grande em relagdo a sua
secdo transversal. Assim;

n’E
2{2

Esta expressao ¢ conhecida como Equagao de Eiiler.

Uﬂ:

Observacoes

1) A tensao de flambagem ¢ um valor de tensdao que, se atingido, muda o estado de
equilibrio da barra, isto ¢€; a barra flamba.

2) Para que em uma barra ndo ocorra a flambagem, o valor de tensdo desenvolvida
pela for¢a de compressao atuante, deve ser menor que o da tensdo de flambagem.

Isto é:

=—<
o A - O-ﬂ (admissivel )

onde Gy (admissivel) pode ou ndo ter embutido em sua expressao, algum fator de seguranca.
3) O estudo do raio de giracdo ¢ de grande importancia ja que, se nao existir
restricdo, a barra tende a flambar de maneira que a se¢do gire em torno do eixo central
de inércia de menor momento e portanto, de menor raio de giracao.
4) A mudanga na forma de apoio da barra, provoca alteracdo na solugdo das
expressoes, por causa do comprimento /, que ¢ na verdade o comprimento de
flambagem /. Esta alteracdo pode ser expressa por meio do indice de esbeltez.

5) A férmula geral do indice de esbeltez ¢:
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onde k ¢ um coeficiente que depende da forma de apoio da barra. Por sua vez, da
origem ao comprimento ficticio /5 (ou comprimento de flambagem).
6) Os valores de k para diferentes formas de apoio sdo as mostradas na figura 62, e

comprovadas no ensaio da figura 63.

s M
k=2 N k=07 N
e L o - ¢ o
7 N
gy k= LA k=05 \

Figura 63 — Ensaios para determina¢do do comprimento de flambagem ou comprimento
ficticio /;

Todas as formulas vistas até agora; baseadas no estudo proposto por Eiiler; fazem

referéncia a andlise eldstica, onde as deformacdes iniciais sdo iguais as deformagdes

finais (sem residuos). Porém, outro tipo de flambagem pode ocorrer em nossas colunas

ou qualquer outra estrutura comprimida.
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Estas colunas apresentam caracteristicas ineldsticas, ja que ocorrem deformagdes
residuais apos a sua solicitagao (vide proéximo item).

Quanto maior for o indice de esbeltez da estrutura, maior € o viés da carga ou tensao
critica ser preconizada pela hipérbole de Eiiler, e conseqiientemente apresentar-se como
flambagem elastica.

O indice de esbeltez que leva ao inicio da flambagem eléstica (inicio da hipérbole de
Eliler) ¢ denominado indice de esbeltez limite, também conhecido como “lambda”

limite; e ¢ dado pela seguinte equacao:

lim —

onde:
E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal do material
op € a tensdo limite de proporcionalidade (tensdo maxima regida pela lei
de Hooke, e retira do grafico tensao x deformacao)
Assim, toda coluna que apresentar indice de esbeltez menor que o lambda limite
estard sujeita a flambagem inelastica (A<Ajm); € quando apresentar indice de esbeltez

maior que o ldmbda limite estard sujeita a flambagem elastica ou de Eiiler (A>Ajim)-

Flambagem Ineléstica

A solu¢do de problemas referentes a flambagem ndo eldstica, inelastica ou
pléstica, divide-se em trés itens:
1. Teoria do modulo tangente (materiais que tem og bem definido — por
exemplo os agos)
Toma-se para A=0 = o5 = o, desenha-se entdo uma curva a mao livre
unindo Gp a o que seja tangente a hipérbole de Euler e que, para A=0, tenha
tangente paralela ao eixo dos A.
2. Materiais sem limite de escoamento definido (por exemplo o aluminio e
a madeira)
Faz-se ensaios para determinar a curva de flambagem onde os resultados
obtidos incluem as influéncias de diversos fatores preponderantes.
3. Expressoes analiticas para representar as curvas de flambagem no trecho

inelastico:
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3.1 Parabolas — o= A + BA?
3.2 Equagdes lineares — o5 = C + DA
onde A, B, C e D sdo constantes do material, obtidos por meio de ensaios

em laboratorio.
= Podemos ter a curva de flambagem fornecida com ou sem o coeficiente de seguranca

embutido na sua expressao.

TP\ HIPERBOLE DE EULER
N e

>\ firm >\

DOMINIO INELASTICO  DOMINID FLASTICO

Figura 64 — Teoria do modulo tangente

Exercicio
Um determinado tipo de ago foi ensaiado em um laboratdrio e obteve os seguintes
resultados:
a — Tensao limite de proporcionalidade, op, igual a 1640 kgt/cm?
b — Tensdo de escoamento, o, igual a 2120 kgf/cm?.
¢ —Modulo de elasticidade longitudinal, E, igual a 2x10° kgf/cm?
d — Caracteristicas da curva 6.t X A
e Para A< 50 — 64ii= OE
e Para 50<A<Aim — Ocit= A +AB
e Para A > Arinm — Hipérbole de Euler
1) Esbogar o grafico ot x A, determinando valores de A ¢ B
2) A partir do primeiro item, avaliar a carga critica de uma coluna engastada em

sua fundacao e livre em seu topo, cujo p¢é direito apresente 2,70m e sua se¢ao
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transversal tenha forma quadrada com 25cm de aresta. Adotar um coeficiente de
seguranca igual a 1,3.
3) Comparar a carga axial que leva a coluna do item 2 ao escoamento com a carga

de flambagem encontrada.

Resolugdo

1 — Determinacao dos coeficientes A ¢ B.

120= A + 50B

1640= A + ALim B onde A, =7 £ ﬂ\/w =109,71
o, 1640

1640= A +109,71B

Resolvendo o sistema matematico, temos:
480=0-59,71B —» B=-8,04
A=2120+401,94 > A=2521,94
Esboco do grafico.

Vcr(kg?(/cmz)
2120 Vo= 2521,94-8,04)
1640 HIPERBOLE DE EULER

50 109,71 A\
|

|
FIAMBAGEM INELASTICA  FLAMBAGEM £IASTICA

25%25°

L

_ 12 =722cm; A=—L= 2270
25%25 r 7,22

= 74,79 (valor maior que 50

2—r=ﬁ=
A

e menor que 109,71)
Logo: o, =2521,94—8,044 = 2521,94 — 8,04 x 74,79 = 1920,63kgf / cm’

Carga critica: P, = 1920’63;;25 25 _ 92337981 = 923
 2120%25%25

=1019230,77 =1019¢

escoamento 1
5

Mesmo atingindo o escoamento a partir de 1019tf a coluna sofre flambagem apds 923tf

sendo essa a carga limite de aplicacao.
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